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Plan

• Pour mieux se comprendre...
• Turbulence et structures cohérentes
• Structures cohérentes : les approches subjectives
• Structures cohérentes : les approches objectives
• Comparaison (visuelle) des approches objectives
• Mieux voir, mieux comprendre
• Visualisations en tous genre
• Bibliographie

L. LARCHEVÊQUE
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Pour mieux se comprendre (1/2)

• Utilisation de la convention de sommation sur les indices répétés

ai bi −→
3∑

i=1

ai bi

• Tenseur de Kroenecker

δij =

{
0 si i 6= j

1 si i = j

L. LARCHEVÊQUE
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Pour mieux se comprendre (2/2)

• Equations de Navier-Stokes (incompressible)
◦ variables

– vitesse ui
– masse volumique ρ
– pression p
– viscosité cinématique ν

◦ équation de continuité
∂ui

∂xi

= 0 (1)

◦ équation de quantité de mouvement

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj ∂xj

(2)

L. LARCHEVÊQUE
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Turbulence et structures cohérentes

• Introduction à la turbulence
• un bref historique des structures cohérentes

L. LARCHEVÊQUE
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Ecole thématique CNRS : visualisation scientifique 9 mai 2005

Introduction à la turbulence (1/2)
La turbulence :
• phénomène instationnaire

• phénomène tridimensionnel
(généralement)

• phénomène non-linéaire

• phénomène multi-échelles

• apparaı̂t lorsque inertie >> dissipation

• régule l’énergie dans l’écoulement par
◦ un transfert non-dissipatif

entre échelles . . .
◦ . . . pour augmenter la dissipation

Nombre d’onde k
En

er
gi

e
ci

né
tiq

ue
tu

rb
ul

en
te

E(
k)

Dissipation

Production

Transfert
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Introduction à la turbulence (2/2)
La cascade de Kolmogorov-Richardson

Big whorls have little whorls,
Which feed on their velocity,
And little whorls have lesser whorls,
And so on to viscosity.

Lewis F. Richardson, 1922

Dynamique de la turbulence −→ dynamique tourbillonnaire
• transfert d’énergie conservatif entre tourbillons . . .
• . . . vers des tourbillons plus petits . . .
• . . . par un mécanisme d’étirement tourbillonnaire

• Parmi ces tourbillons, certains :
◦ sont intenses
◦ ont une durée de vie Tc longue :

Tc >>
(

→

rot
→

u
)
−1

⇒ structures cohérentes

L. LARCHEVÊQUE
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Un bref historique des structures cohérentes (1/3)
Observées depuis longtemps

Leonard de Vinci
étude d’un écoulement
c. 1513

Étudiées plus avant depuis les annés 60
• Expérience sur les jets [5]
• Expérience sur les couches de mélange [3]
• Analyse numérique de stabilité [7]

L. LARCHEVÊQUE
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Un bref historique des structures cohérentes (2/3)
Visualisations expérimentales

[22] [25]

Méthodes de caractérisation
• statistiques en deux points
• moyenne de phase
• P.O.D. (voir cours J. Delville)
• Ondelettes (voir cours K. Schneider)

L. LARCHEVÊQUE
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Un bref historique des structures cohérentes (3/3)
Approches numériques
• Avant 1985
◦ Approche moyennée (en temps) : RANS

stationnaire
bidimensionnelle

}

⇒ pas de structure cohérente

• Après 1985
calculs instationnaires
calculs tridimensionnels
◦ Simulation numérique directe (DNS) [8]
◦ Simulation des grandes échelles (LES) [4]

⇒ possibilité d’étudier la dynamique tourbillonnaire turbulente

Problème : comment caractériser un tourbillon dans un champ 3D
instationnaire

L. LARCHEVÊQUE
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Ecole thématique CNRS : visualisation scientifique 9 mai 2005

Structures cohérentes : les approches subjectives

• Présentation des cas test
• Lignes de courant
• Zone de haute vorticité
• Zone de basse pression

L. LARCHEVÊQUE
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Présentation des cas test (1/3)
Calculs de type simulation des grandes échelles
• permet d’étudier des écoulements mélangeant
◦ zones pleinement turbulente,
◦ instationnarités à grande échelle.

Ecoulement de culot de plaque [32]
• quasi-incompressible (M=0,4)
• physique variée :
◦ transition laminaire-turbulent
◦ turbulence de paroi pleinement développée
◦ zone de sillage avec allée de Von Karman

Ecoulement de cavité [28]
• faiblement compressible (M=0,8)
• couplage aéroacoustique entre
◦ tourbillons de la couche de mélange forcée
◦ ondes de pression

L. LARCHEVÊQUE
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Présentation des cas test (2/3)
Ecoulement de culot de plaque

L. LARCHEVÊQUE
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Présentation des cas test (3/3)
Ecoulement de cavité

L. LARCHEVÊQUE
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Lignes de courant (1/2)
Définition
• Courbe tangente en tous points au vecteur vitesse

Justifications
• se rapproche des visualisations expérimentales par filets colorés
• utilisées pour caractériser les zones de recirculation des calculs RANS.

Limitations
• en instationnaire, lignes de courant 6= trajectoires
◦ solution : résoudre une équation pour un scalaire passif

• difficile à visualiser si le champ de vitesse est très fluctuant spatialement

L. LARCHEVÊQUE
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Lignes de courant (2/2)
Limitations (suite)
• Représentation non-invariante par changement galiléen de référentiel

Uréf. = 0 Uréf. = Utourbillons Uréf. = Uextérieure

L. LARCHEVÊQUE
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Zone de haute vorticité (1/3)
Définition

• vorticité
→

ω=
→

rot
→

u

• ‖
→

ω ‖ pour une approche isotrope
• l’un des ωi pour une approche orientée

Justifications
• analogie entre structures cohérentes et tubes de tourbillons
• haut niveau de vorticité au sein des structures cohérentes

Limitations
• inclue les régions de cisaillement sans rotation (proche paroi)
◦ solution : soustraire le champ de cisaillement

L. LARCHEVÊQUE
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Zone de haute vorticité (2/3)
Illustrations : vorticité absolue

Sillage de culot Couche de mélange

L. LARCHEVÊQUE
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Zone de haute vorticité (3/3)
Illustrations : vorticité fluctuante

Sillage de culot Couche de mélange

L. LARCHEVÊQUE
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Zone de basse pression (1/3)
Justifications
• bien corrélées expérimentalement avec les structures cohérentes
• intuitivement : dans le repère du tourbillon, la pression compense la force

centrifuge
• mathématiquement

équation 2 sous forme rotationelle :

∂
→

u

∂t
+

→

ω×
→

u= −
1

ρ

→

∇

(

p +
1

2
ρ

∥
∥
∥
→

u
∥
∥
∥

2
)

(3)

Puisque Tc est grand,
∂
→

u

∂t
est négligeable, d’où

→

ω×
→

u= −
1

ρ

→

∇

(

p +
1

2
ρ

∥
∥
∥
→

u
∥
∥
∥

2
)

: équilibre cyclostrophique (4)

Limitations
• Très forte variabilité de p au sein de l’écoulement
◦ solution : soustraire un champ de pression moyen

L. LARCHEVÊQUE
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Zone de basse pression (2/3)
Illustrations : pression absolue

Sillage de culot Couche de mélange

L. LARCHEVÊQUE
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Zone de basse pression (2/3)
Illustrations : pression fluctuante

Sillage de culot Couche de mélange

L. LARCHEVÊQUE
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Ecole thématique CNRS : visualisation scientifique 9 mai 2005

Structure cohérentes : les approches objectives

• Critère ∆
• Critère Q

• Critère λ2

• Relations entre les critères
• Cas des écoulements compressibles
• Autres approches

L. LARCHEVÊQUE
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Critère ∆ [10] (1/3)
Idées directrices
• étude du comportement en un point de l’écoulement dans un repère se

déplaçant à la vitesse locale
• tourbillons assimilés à des trajectoires de particules de type rotation.

Formulation
• linéarisation des équations du mouvement
◦ introduction du tenseur des gradients de vitesse ∇u :

(∇u)ij =
∂ui

∂xj

(5)

◦ équation pour la vitesse dans le repère local :

u?
i =

∂ui

∂xj

x?
j (6)

L. LARCHEVÊQUE
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Critère ∆ [10] (2/3)
Formulation (suite)
• étude des trajectoires
◦ formulation du système dynamique








ẋ1

ẋ2

ẋ3








=








∂u1

∂x1

∂u1

∂x2

∂u1

∂x3

∂u2

∂x1

∂u2

∂x2

∂u2

∂x3

∂u3

∂x1

∂u3

∂x2

∂u3

∂x3















x1

x2

x3








(7)

◦ diagonalisation du système et classification en fonction des valeurs propres :

valeurs propres complexes
⇔

discriminant ∆ < 0






⇒ courbes fermées ou en spirales

Régions tourbillonnaires ⇔ ∆ < 0

L. LARCHEVÊQUE
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Critère ∆ [10] (3/3)
Comportement la paroi
• Paroi portée (arbitrairement) par le plan (x1, x2) :

il vient :
∂.

∂x1

≡ 0
∂.

∂x2

≡ 0
∂u3

∂x3

= 0 (8)

d’où

∇u =





0 0 α

0 0 β

0 0 0



 α, β ∈ R (9)

L’équation caractéristique de ∇u se réduit donc à λ3 = 0

• La paroi ne peut correspondre à une zone tourbillonnaire au sens de ce critère.

L. LARCHEVÊQUE
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Critère Q [15] (1/4)
Idées directrices
• Un tourbillon est une région où la rotation domine le cisaillement
• Un tourbillon est une zone de basse pression

Formulation
• Séparation de ∇u en parties symétrique et antisymétrique

∂ui

∂xj

= Sij + Ωij (10)

avec

Sij =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

tenseur des taux de cisaillement (11)

Ωij =
1

2

(
∂ui

∂xj

−
∂uj

∂xi

)

tenseur des taux de rotation (12)

L. LARCHEVÊQUE
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Critère Q [15] (2/4)
Formulation (suite)
• Calcul d’une norme de ces deux tenseurs :

‖S‖2 = SikSjk δij = SijSij (13)

‖Ω‖2 = ΩikΩjk δij = ΩijΩij (14)

• Différence entre les deux normes :

Q =
1

2

(
‖Ω‖2 − ‖S‖2

)
(15)

Q > 0 ⇒ taux de rotation > taux de cisaillement

Régions tourbillonnaires ⇔ Q > 0

L. LARCHEVÊQUE
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Critère Q [15] (3/4)
Formulation (suite)
• écriture plus explicite :

ΩijΩij =
1

4

(
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

− 2
∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

+
∂uj

∂xi

∂uj

∂xi

)

(16)

SijSij =
1

4

(
∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

+ 2
∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

+
∂uj

∂xi

∂uj

∂xi

)

(17)

d’où

Q = −
1

2

∂ui

∂xj

∂uj

∂xi

(18)

Comportement la paroi
• d’après les équations 8 et 18, Q ≡ 0 à la paroi
• La paroi ne peut correspondre à une zone tourbillonnaire au sens de ce critère.

L. LARCHEVÊQUE
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Critère Q [15] (4/4)
Réinterprétation du critère
• divergence de l’équation 2 :

∂

∂xi

(
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)

=
∂

∂xi

(

−
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj ∂xj

)

(19)

soit, après développement et permutation de l’ordre des dérivations :

∂

∂t

(
∂ui

∂xi

)

+
∂uj

∂xi

∂ui

∂xj

+uj

∂

∂xj

(
∂ui

∂xi

)

= −
1

ρ

∂2p

∂xi ∂xi

+
∂

∂xi

(

ν
∂2ui

∂xj ∂xj

)

(20)
• hypothèses :
◦ fluide incompressible
◦ dynamique essentiellement non-visqueuse au coeur du tourbillon
alors, en injectant les équations 1 et 18 dans 20 il vient :

Q = −
1

ρ

∂2p

∂xi ∂xi

(21)

L. LARCHEVÊQUE
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Critère λ2 [16] (1/6)
Idées directrices
• rechercher un minimum de pression
• s’affranchir des effets du cisaillement instationnaire
• s’affranchir des effets de la viscosité

L. LARCHEVÊQUE

31
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Critère λ2 [16] (2/6)
Formulation
• tenseur gradient de l’équation de quantité de mouvement 2 :

∂

∂xj

(
∂ui

∂t
+ uk

∂ui

∂xk

)

=
∂

∂xj

(

−
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xk ∂xk

)

(22)

soit, en permutant l’ordre des dérivations

Aij = −
1

ρ

∂2p

∂xi ∂xj

+ ν
∂2

∂xk ∂xk

(
∂ui

∂xj

)

(23)

avec

Aij =

[
∂

∂t
+ uk

∂

∂xk

]

︸ ︷︷ ︸

≡
D

Dt

(
∂ui

∂xj

)

+
∂uk

∂xj

∂ui

∂xk

(24)

L. LARCHEVÊQUE
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Critère λ2 [16] (3/6)
Formulation (suite)
• décomposition en partie symétriques et anti-symétrique

∂ui

∂xj

= Sij + Ωij

alors

Aij =
D

Dt
(Sij + Ωij) + (Skj + Ωkj) (Sik + Ωik)

=

Partie symétrique
︷ ︸︸ ︷

D Sij

Dt
+ SikSkj + ΩikΩkj

+
D Ωij

Dt
+ SikΩkj + ΩikSkj

︸ ︷︷ ︸

Partie antisymétrique

(25)

L. LARCHEVÊQUE
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Ecole thématique CNRS : visualisation scientifique 9 mai 2005

Critère λ2 [16] (4/6)
Formulation (suite)
• injection de 25 dans 23 et séparation en :
◦ partie antisymétrique (équation de la vorticité)

D Ωij

Dt
+ SikΩkj + ΩikSkj = ν

∂2Ωij

∂xk ∂xk

(26)

◦ partie symétrique

D Sij

Dt
+ SikSkj + ΩikΩkj = −

1

ρ

∂2p

∂xi ∂xj

+ ν
∂2Sij

∂xk ∂xk

(27)

• Supression des effets du cisaillement instationnaires et de la viscosité
◦ les contributions des premier et dernier termes de l’équation 27 sont ignorées

SikSkj + ΩikΩkj = −
1

ρ

∂2p

∂xi ∂xj

(28)

L. LARCHEVÊQUE
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Critère λ2 [16] (5/6)
Formulation (suite)
• Recherche d’un minimum de pression

2 valeurs propres positives de
∂2p

∂xi ∂xj

⇔
2 valeurs propres négatives de S

2 + Ω
2







⇒ minimum local de pression

• Classement des valeurs propres de S
2 + Ω

2 :

λ1 > λ2 > λ3

Régions tourbillonnaires ⇔ λ2 < 0

L. LARCHEVÊQUE
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Critère λ2 [16] (6/6)
Comportement la paroi
• écriture de S

2 + Ω
2 à la paroi :

d’après 9, il vient :

S
2 =

1

4





α2 αβ 0
αβ β2 0
0 0 α2 + β2



 (29)

Ω
2 =

1

4





−α2 −αβ 0
−αβ β2 0

0 0 −α2 − β2



 (30)

d’où S
2 + Ω

2 ≡ 0
• La paroi ne peut correspondre à une zone tourbillonnaire au sens de ce critère.

L. LARCHEVÊQUE
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Relations entre les critères ∆, Q et λ2 (1/5)

Relation entre ∆ et Q

• ∆ discriminant du polynôme caractéristique F (λ) de (∇u)ij =
∂ui

∂xj

.

• Ecriture de F (λ) en fonction des trois invariants I , II et III de ∇u :

F (λ) = λ3 − Iλ2 + IIλ − III (31)
avec







I = trace(∇u)

II = 1

2

{
trace(∇u)2 − trace

[
(∇u)2

]}

= 1

2

{
I2 − trace

[
(∇u)2

]}

III = det(∇u)

(32)

L. LARCHEVÊQUE
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Relations entre les critères ∆, Q et λ2 (2/5)
Relation entre ∆ et Q (suite)
• Pour un fluide incompressible :

I =
∂ui

∂xi

≡ 0 (33)

II = −
1

2

∂ui

∂xk

∂uk

∂xj

δij = −
1

2
(Sik + Ωik) . (Skj + Ωkj) δij

= −
1

2
(SikSjk + SikΩkj − SjkΩki − ΩikΩjk) δij

=
1

2

(
‖Ω‖2 − ‖S‖2

)
≡ Q (34)

III = −R (35)
d’où

∆ =
Q3

27
+

R2

4
(36)

L. LARCHEVÊQUE
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Relations entre les critères ∆, Q et λ2 (3/5)

Relation entre Q et λ2

• Réécriture de S
2 + Ω

2

(
S

2 + Ω
2
)

ij
= SikSkj + ΩikΩkj

= SikSjk − ΩikΩjk (37)

• λi valeurs propres de S
2 + Ω

2

3∑

i=1

λi = (SikSjk − ΩikΩjk) δij

= SijSij − ΩijΩij

= −2 Q (38)

L. LARCHEVÊQUE
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Relations entre les critères ∆, Q et λ2 (4/5)
Cas d’un écoulement bidimensionnel incompressible
• le tenseur ∇u est de la forme :

∇u =
(

a b
c −a

)

. (39)

d’où l’équation caractéristique λ2 − a2 − bc = 0 ayant pour discriminant :

∆ = a2 − bc (40)

• d’après l’équation 18 :
Q = −a2 + bc (41)

• le tenseur S2 s’écrit :

S
2 =

1

4

(

4a2 + (b + c)2 0
0 4a2 + (b + c)2

)

(42)

L. LARCHEVÊQUE
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Relations entre les critères ∆, Q et λ2 (5/5)
Cas d’un écoulement bidimensionnel incompressible (suite)
• le tenseur Ω2 s’écrit :

Ω
2 =

1

4

(

− (b − c)2 0
0 − (b − c)2

)

(43)

et donc

S
2 + Ω

2 =

(

a2 + bc 0
0 a2 + bc

)

(44)

d’où
λ2 = a2 − bc (45)

• Les trois critères sont équivalents et correspondent au critère de Weiss [19, 20]

L. LARCHEVÊQUE
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Cas des écoulements compressibles

Critère ∆
• La définition reste valable,
• le calcul de ∆ est un peu plus complexe.

Critère Q

• l’interprétation en terme de taux de rotation/cisaillement reste valable,
• l’interprétation en terme de laplacien de pression ne l’est plus.

Critère λ2

• Des termes supplémentaires apparaissent dans l’équation 28, liés à :
◦ la divergence non nulle du champs de vitesse,
◦ le gradient de masse volumique.

L. LARCHEVÊQUE

42
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Autres approches (liste non exhaustive)
Méthodes apparentées aux trois précédentes :
• Kida et Miura[17]

valeurs propres de
∂2p

∂xi ∂xj

et de
∂ui

∂xj

• Horiuti[14]
alignement entre les vecteurs propres de S2 + Ω2 et

→

ω.

• Chakraborty, Balachandar et Adrian[9]

parties réelle et imaginaire des valeurs propres de
∂ui

∂xj

Autres mthodes
• Cucitore, Quadrio et Baron[11]

Analyse non local en temps en en espace de la distance inter-particule

• Haller[13]
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Comparaison (visuelle) des approches objectives
• Effet du niveau de seuil retenu (culot)

• Comparaison direct des résultats (cavité)
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Influence du seuil : critère ∆ (1/3)

Isosurfaces ∆ = −1.10−5

Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère ∆ (2/3)

Isosurfaces ∆ = −1,5.10−8

Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère ∆ (3/3)

Isosurfaces ∆ = −2.10−11

Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère Q (1/3)

Isosurfaces Q = 0,1
Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère Q (2/3)

Isosurfaces Q = 10−2

Transition Développée Sillage

L. LARCHEVÊQUE
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Influence du seuil : critère Q (3/3)

Isosurfaces Q = 10−3

Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère λ2 (1/3)

Isosurfaces λ2 = −0,12
Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère λ2 (2/3)

Isosurfaces λ2 = −1,2.10−2

Transition Développée Sillage
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Influence du seuil : critère λ2 (3/3)

Isosurfaces λ2 = −1,2.10−3

Transition Développée Sillage
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Comparaison des critères ∆, Q et λ2 (1/6)
couche de mélange

Isosurfaces ∆ = −25000 Isosurface Q = 100 Isosurface λ2 = −90
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Comparaison des critères ∆, Q et λ2 (2/6)
Fond de la cavité

Isosurfaces ∆ = −25000 Isosurface Q = 100 Isosurface λ2 = −90
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55
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Comparaison des critères ∆, Q et λ2 (3/6)
couche de mélange

Isosurfaces ∆ = −4000 Isosurface Q = 50 Isosurface λ2 = −45
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Comparaison des critères ∆, Q et λ2 (4/6)
Fond de la cavité

Isosurfaces ∆ = −4000 Isosurface Q = 50 Isosurface λ2 = −45
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Comparaison des critères ∆, Q et λ2 (5/6)
couche de mélange

Isosurfaces ∆ = −50 Isosurface Q = 10 Isosurface λ2 = −9
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Comparaison des critères ∆, Q et λ2 (6/6)
Fond de la cavité

Isosurfaces ∆ = −50 Isosurface Q = 10 Isosurface λ2 = −9
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Mieux voir, mieux comprendre

• Fixer les seuils
• Faire ressortir les orientations
• Faire ressortir les échelles
• Faire ressortir la dynamique
• Combiner avec d’autres visualisations
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60
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Fixer les seuils
Subjectivement
• à l’oeil

Semi-subjectivement
• en adimensionnant par l’écart-type du rotationnel local [12]

Objectivement
• à partir de l’enstrophie contenue dans les tourbillons [18]
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Faire ressortir les orientations
En colorant les surfaces par une composante du rotationnel

ωx (longitudinal) ωz (en envergure)
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Faire ressortir les échelles
En pré-filtrant le champ de vitesse

∆s : taille des structure ∆m : taille des mailles

∆s > 8∆m ∆s > 4∆m ∆s < 8∆m
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Faire ressortir la dynamique
En faisant des films!

• Choisir le bon pas d’échantillonnage
exemple : bec de volet hypersustenté [27]
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Combiner avec d’autres visualisations (1/2)
A choisir en fonction du phénomène étudié
Idées :
• acoustique : champ des dilatations

Θ =
∂ui

∂xi

• onde de pression, de choc : strioscopie numérique

St =

√
√
√
√

3∑

i=1

∂ρ

∂xi

• combustion : concentration d’espèce
• thermique : flux de chaleur
• . . . (à vous de trouver)
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Combiner avec d’autres visualisations (2/2)
Champ de dilatation

strioscopie numérique
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Visualisations en tous genre

• Transition sur un profil en incidence [30]
• Eclatement tourbilonnaire sur une aile delta [29]
• Ecoulement subsonique dans une cavité [28]
• Ecoulement supersonique dans une tuyère [24]
• Interaction d’un profil d’aube avec un sillage [31]
• Interaction choc - couche limite [26]
• jet synthétique [23]
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Structures cohérentes
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