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On veut résoudre
Ax=b

ou A est carrée d'ordre n et non singuliere

Lorsque la dimension du systéme linéaire est petite, il est préférable
d'utiliser une méthode directe

Lorsque la matrice est de grande dimension et creuse, il vaut mieux
utiliser une méthode itérative

Le choix de la méthode dépend de la nature du probleme et du prix
que lI'on est prét a payer en termes de CPU et de stockage



Aleksei N. Krylov, 1863-1945



Soit xg donné (en général le vecteur nul)
Résidu initial rp = b — Axp

Espace de Krylov [Ci d'ordre k basé sur A et ry
k—1
span{ry, Arg, ..., A" "ro}
On cherche les itérés

Xk € X0 + Kk

Si V) est une matrice dont les colonnes sont les vecteurs de base
vj, j=1,...,k de I'espace de Krylov

Xk = x0 + Viyk

Note: A(x — xp) = rp et
X — Xy = Aflro = (Ani]' =+ ()(n_]_/Ani2 + .-+ ()éo/)r()



Il existe 2 types de base de méthodes de Krylov :

1) Méthodes de résidus orthogonaux (OR) pour lesquelles

(rk)TVk = 0

2) Méthodes de résidus minimum (MR) minimisent la norme & du
résidu r = b — Axk
() TAV, =0

ou résolvent un probléme de moindres carrés



Exemples de méthodes OR : CG pour les matrices symétriques
définies positive (SPD) et FOM (Full Orthogonal Method) pour les
matrices non symétriques

Examples de méthodes MR : MINRES (MINimum RESidual) pour
les matrices symétriques indéfinies et GMRES (Generalized
Minimum RESidual) pour les matrices non symétriques

Il existe des relations étroites entre les méthodes OR et MR

Les méthodes OR peuvent dégénérer (breakdown) pour les
matrices non SPD



Pb : la base “naturelle” est mal conditionnée

A'v — 1q,, q, vecteur propre de la valeur propre de plus grand
module

Numériquement on perd I'indépendance linéaire des vecteurs de
base

Pour des raisons de stabilité on préfere utiliser une base
orthogonale de I'espace de Krylov : le procédé d'Arnoldi (1951)

Les vecteurs de base sont calculés récursivement en utilisant
Gram-Schmidt en partant de vi = rp /|| ro|



L'algorithme pour calculer la colonne j 4+ 1 de V est

hi,j:(AVj:Vi)a r=1,...,J

J
vi=Ay =) hijvi
i=1

hiv1; = V]l
vj

Vigp = ——

’ hjt1g



En général on utilise plutdét Gram—Schmidt modifié
wj = Av;
etpouri=1,...,j

h’.'rj:(WJ"Vf)-/ Wj:Wj—h,'_J'V,'

Les 2 algorithmes sont identiques en arithmétique exacte, mais
MGS est plus stable (mais moins parallele) en arithmétique
flottante

On peut également utiliser les transformations de Householder



AVy = VieHie + hia ovia (e) T

Hy est une matrice de Hessenberg supérieure d'éléments h; ;

AV = Vk+1ﬂk
avec
Hy
H, =
K (hk+l,k(ek)T>
On a également
Hi = VI AV,

Si I'algorithme ne s'arréte pas avant I'étape n, on a

AV = VH



matrice de Hessenberg d'ordre 6

Exemple :

|

X X X X X X
X X X X X X
0 x x x x x
X
0

|



Si la matrice A est symétrique, H, = T est tridiagonale

C'est la méthode de Lanczos qui a été proposée avant la méthode
d’'Arnoldi



Cornelius Lanczos, 1893-1974



vi =Vv/|lv|l, a1 = (vl)TAvl, h=Av —a1v;

for k=2,3,...
Mk = |||l

Vi = Vi /1K
U = Avk — Nk Vk—1
Qe = (Vk)TUk
Vk41 = Uk — Qi Vi
end

Dans la méthode de Lanczos on n'a besoin d'orthogonaliser que
par rapport aux deux vecteurs précédents



a1 12
2 Q2 3

MNk—1 Ok—1 Mk
Nk (673

En théorie V) VkT =/ et VkTAVk = Ty
Si AV, =V, T, m < n les valeurs propres de T,, sont des
valeurs propres de A

Déja pour k < n, les valeurs propres de T, approchent certaines
valeurs propres de A



Lanczos en précision finie

> En théorie (vj,vj) =0, i #
» En arithmétique flottante c'est faux (erreurs d'arrondi)

» Matrice Strakos30, logyq | V5h Vao|
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Erreurs d'arrondi

» Convergence d'une valeur propre = perte d'orthogonalité
» = Retard dans la convergence des autres valeurs propres

» = Apparition de copies multiples des valeurs propres déja
trouvées



Lanczos = CG

Supposons A symétrique définie positive (SPD)

AV = VT + G, Ge= (0 nig1vies1)

re = b — Axk, on demande (r,)" V) =0

xk =x0+ Vv, Ty = ||roller

En utilisant la décomposition LU de T, = LkQZIUk et un
changement de variable P, = V) U,:l on obtient I'algorithme du
Gradient Conjugué

CG a été développé indépendamment par Magnus Hestenes et
Eduard Stiefel aux US et en Suisse au début des années 50



Magnus Hestenes, 1906-1991



Eduard Stiefel, 1909-1978



Gradient Conjugué (CG)

A SPD, xp donné et rp = b — Axg :
for k=0,1,... jusqu'a convergence
(re; k)
(rk—1,rk—1)
Pk = rk + BkPk—1

(ks i)
Yk = 7~
(Apx; Pk)
Xk+1 = Xk + YkPk

Bk = , Bo=0

Mk+1 = e — YkAPk



Relations avec les coefficients de Lanczos

1 Br—1
Qp = —— + —, ﬂ0:0> 7*1:1
Vk—1 Vk—2
Nk+1 = VK
* Vk—1

Propriétés d'orthogonalité

(r,-,rj):O, I#J
(pi,Apj) =0, i#]



A-norme de |'erreur

Ek =X — Xk, Ack = rg
ainsi,
||5k||,24\ = (Ack,ex) = (Afll’k, re) = (rk)TAflrk

L’algorithme de Lanczos (et CG) est (sont) étroitement lié aux
formules de quadrature de Gauss

A= QAQT

@ matrice des vecteurs propres



Soit y = Q' ro/| 0], on considere la mesure o constante par
morceaux
0 siA<a=M\

a(N) = (g y? SN <A< A

SPyP sib=X, <A

ol les \; sont les valeurs propres de A



Les polynémes p1(A), p2(A), ... qui sont orthonormaux par rapport
a « sont les polynémes de Lanczos

vk = pr(A)v1

b
(Vk,Vf)Z/ Pr(A)pe(Ar) da(N)

AP(A) = Tip(A) + Mkt 1Pk+1(A) ek
ou
PN = [p1(A) p2(V) -+ (V)]
Les nceuds t; de la quadrature de Gauss pour o sont les valeurs

: K . .
propres (valeurs de Ritz) 0} ) de Ty et les poids sont les carrés des
premiers éléments des vecteurs propres normalisés



b
B 1
(ro,A_lro) = Hr0H2e1TTn ley :/ \ da(N)
a

L'approximation par quadrature de Gauss de |'intégrale est

Iroll®ef T, tey



Pour CGon a:

lewlia = Il (T er e1) — (T Mer, en)]

et

n (2 ) (2, ]2
413 = ol | 30— 3 T
Jj=1 J j=1 Hj

ou z(jk) est le jeme vecteur propre de T

Notons qu'a I'itération k on ne connaflt pas T,



On peut aussi montrer
n—1
2 2
lexlz = >l
j=k

formule due a Hestenes et Stiefel (1952)

Cette formule est utile pour obtenir des bornes inférieures de la
A-norme de |'erreur



7o = Q" ry, Q@ matrice des vecteurs propres de A



Optimalité de CG

Considérons toutes les méthode itératives qui peuvent s'écrire
Xk+1 = Xo + Qu(A)fo, Xo=x0, To=b— AXp

ou Rk est un polyndéme de degré k

Parmi toutes ces méthodes, CG est celle qui minimise [[ex||a a
chaque itération

el < max (Re(A)) ol 3

pour tous les polyndmes Ry de degré k tels que R, (0) =1



On choisit
Ck( )\1—',-)\,,—2/\)

An—A1

PYED
Ck(Aitxl)
Cx polynéme de Tchebycheff et on obtient

-1\
el <4 (Ve ) lleol

ou Kk = ﬁ = ||A]| [|[A~*]| est le conditionnement de A

Rk(A) =

Mais nous avons vu que la convergence dépend en fait de la
distribution des valeurs propres de A

Dans de nombreux cas cette borne ne reflete pas le comportement
de [lexl[a



Estimations de la A—norme de |'erreur

A I'itération k de CG on ne connait pas (T, )11
Soit d un entier donné, on obtient une approximation de la
A-norme de l'erreur a I'itération k — d par
2 2/ 7—1 —1
lek—alla = [nll“((T, a1y — (Th—a)a,n)
On peut comprendre cette approximation en écrivant
2 2 201 —1
lex—alla = llexlla = ol (T )@y — (TiZg)an)

et en supposant que |||/ 4 est négligeable devant ||cx_4/a

Une autre interprétation est qu’utilisant une quadrature de Gauss
avec k — d nceuds a l'itération kK — d, on se sert d'une formule de
quadrature plus précise avec k nceuds pour estimer I'erreur de la
premiere regle



Il faut étre prudent pour calculer (kal)(lyl) - (T;:_ld)(l,l)
Soit t, = T,:lek la derniére colonne de l'inverse de Ty; on utilise

la formule de Sherman—Morrison
2 T
M1 (tety )1

Qp41 — 77;3+1(fk)k

(T;Jrl1)1,1 = (T, 11+

et la factorisation de Cholesky de Ty, les éléments diagonaux

étant 01 = o et




Soit by = (T;l)Ll

2.2 2
Mk Ch—1 _ Sk

b = by_ f, fk = =
T e e T S—1(akd—1—m3) Ok

ol
M2 Mk—1 Mk Mk

— = Cj_
01+ Ok—2 Ok—1 e

Puisque Ty est définie positive, f, > 0
De plus

Ck

menk el
d1---0k—1 ol

et vx_1 = 1/0k ol y,_1 est un parametre de CG
(=(rk—1, rk—1)/(Px—1, APk—1))

Cx =



Ainsi
k—1
2 12
len—alla= D> illrll

j=k—d
On obtient une borne inférieure de la A-norme de 'erreur a
I'iteration kK — d
(voir la formule de Hestenes et Stiefel)

D’autre bornes sont obtenues en utilisant les formules de
quadrature de Gauss—Radau et Gauss—Lobatto en étendant la
matrice de Jacobi pour avoir les nceuds qui sont prescrits

Gauss—Radau donne une borne supérieure, mais il faut connaftre
une estimation de la plus petite valeur propre de A
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Besstk01: logy, de la A-norme de I'erreur (bleu), bornes données par
Gauss (rouge), Gauss—Radau (vert), d =1
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Besstk01: logy, de la A-norme de I'erreur (bleu), bornes données par
Gauss (rouge), Gauss—Radau (vert), d = 10



CG en précision finie

CG, Besstk01, n=48
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Bcsstk01: norme du résidu, différentes précisions



CG préconditionné

En pratique on utilise CG avec un préconditionnement M (SPD)
But : améliorer la distribution des valeurs propres

Xo donnéet rg = b — Axg, Mzg = 1y :

pour k =0,1,... jusqu'a convergence

(zk, 1)
(zk—1, rk—1)’
Pk = Zk + BrkPk—1

- (2, 1)
(Apk; Px)
Xk+1 = Xk + Yk Pk

Bk = Bo=0

Mk+1 = e — YkAPk

Mz 1 = riy1



CG préconditionné

Pour CG préconditionné la formule est

leklla = (20, ) (T, 11 — (T 1)

ol Mzy = ry, M étant le préconditioneur, matrice symétrique
définie positive

L'estimation donnée par Gauss est

k—
lek—alla Z (2, 17)

Jj=k—d

avec
Mz; = r;



Exemple de préconditionnement

I
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Bcsstk01 préconditionnée: norme du résidu, sans (bleu) et IC (rouge)
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Critéres d'arrét

La plupart des codes arrétent les itérations avec

7l
Iroll

ou

Inl _

16l —

C'est identique si xp = 0
Autre possibilité : utiliser I'erreur inverse

K 7l
€Eg= o S €
Al 1 =+ (1]

En général on ne connait pas || Al mais on peut utiliser ||Al|~



Pb : la norme du résidu peut étre trés différente de la norme de
I'erreur e = x — xi
Ona Asy = r, et

1

o el < Dl < [LAT el
ll

Dans CG on peut estimer ||cx_4|| avec d “petit” et utiliser
['estimation comme critére d'arrét

Autre pb : la norme du résidu itératif r, peut étre différente de
celle de b — Ax
||ri|| — 0 mais ||b — Axy|| est bornée inférieurement



Exemple 1
Strakos, n = 30
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Strakos30: ||rk|| (bleu) et ||b — Axk|| (rouge)



Exemple 2
Sin-sin, n = 900
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Sin-sin: ||rk| (bleu) et ||ek|| (rouge)
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