Chapitre 4

L.a méthode des éléments finis

4.1 La méthode de Ritz-Galerkine

La méthode de Ritz-Galerkine est construite sur la formulation variationnelle d’une équa-
tion aux dérivées partielles. Par exemple, le probléeme modele

—Au = f dans(), 4.1)
u = 0 surl, 4.2)

est associé a la forme variationnelle
Trouver u € H} () tel que

/vu.vudxz/fvdx Yo € Hi(Q).
Q Q

Considérons le probleme variationnel abstrait
Trouver u € V tel que

a(u,v) =1l(v) YveV, 4.3)

ou V est un espace de Hilbert, a est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive et
! une forme linéaire continue de sorte que les hypotheses du lemme de Lax-Milgram soient
vérifiées. Il existe alors une unique solution w de ce probléme variationnel.

La méthode de Ritz-Galerkine consiste a chercher une solution approchée wuj, dans un sous-
espace de dimension finie de V. Pour 1’étude de la convergence il faut considérer une suite de
sous-espaces de V' de dimensions de plus en plus grandes s’approchant de V. On définit ainsi
une suite de problemes approchés paramétrés par h qui s’écrivent :

Trouver up, € Vy, tel que
a(up,vp) = l(vy) Yo € V, 4.4)

ou V3, C V estun sous-espace vectoriel de dimension V. Soit (o1, ..., ¢ ) une base de V3. Un
élément uj;, € V}, peut alors s’écrire up, (z) = Zjvzl uj;(z). Eten prenant v, = ; 1’équation
(4.4) peut s’écrire en utilisant la linéarité de a par rapport a sa premi¢re composante

N
Z uja’(@jv pi) = (i)

Ainsi en utilisant la symétrie de a, on remarque que la formulation variationnelle discrete (4.4)
est équivalente au systeme linéaire
AU, =L, (4.5)
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42 CHAPITRE 4. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

ot A = (a(yi, ¥j))1<i,j<n, L est le vecteur colonne de composantes I(¢;) et U est le vecteur
colonne contenant les inconnues u; qui sont les coefficients de uy, dans la base (1, ..., ¢oN).

Théoreme 20 On suppose que a est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur
un espace de Hilbert V' et | une forme bilinéaire continue sur'V . Alors le systeme (4.5) équivaut
a la formulation variationnelle discrete (4.4) et admet une solution unique.

Preuve. Pour vy, € Vj, on note V le vecteur de ses composantes dans la base (p1,...,pN).
— Gréce a la linéarité de a et [ la relation (4.4) s’écrit de maniere équivalente :
'WAU, = 'VL VYV e RV, (4.6)

ce qui signifie que le vecteur AU, — L € RY est orthogonal a tous les vecteurs de RY,
c’est donc le vecteur nul. Réciproquement, il est clair que (4.5) entraine (4.6) et donc
44).

— Soit vy, € V},. Alors, comme a est coercive, il existe a > 0 tel que

WAV = a(vp,vp) > allvp]|? >0,

et 'VAV = 0 = a(vp,vn) = |lun| = 0, ce qui entraine que v, = 0 et donc V = 0.
Donc A est symétrique définie positive et donc inversible.
|

Remarque 11 On peut sous certaines conditions prendre des espaces approchés Vy, qui ne
sont pas inclus dans I’espace de départ V. Nous ne considérerons pas ce cas dans ce cours.

Définition 16 Dans le cas ou les espaces discrets Vi, sont inclus dans ’espace V' dans lequel
est définie la solution exacte, on dit que I’approximation est conforme. Dans le cas contraire
on dit que I’approximation est non conforme.

L’étude de la convergence de la méthode de Ritz-Galerkine dans le cas d’une approximation
conforme est basée sur le lemme fondamental suivant :

Lemme 2 (Céa) Soit u € V la solution de (4.3) et uy, € V}, la solution de (4.4), avec V}, C V.
Alors
_ < i —ll.
Ju= | <C inf Ju—v]
Preuve. On a
a(u,v)

a(up,vp)

=lv) Ywev,
= l(vh) V’Uh S Vh,

comme V}, C V, on peut prendre v = vy, dans la premiere égalité et faire la différence, ce qui
nous donne
a(u —up,vp) =0 Yo, € V.
Il en résulte que a(u — up, u — up) = a(u — up, u — vy + vy — up) = a(u — up, u — vy), car
vp — up, € Vi et done a(u — up, vy — up) = 0. 1l existe alors > 0 et (3 tels que
allu — up|* < alu — up,u —up) car a est coercive,
< a(u —up,u —vyp) Yup € Vp,

< Blu — up||||u — vg|| car a est continue.

D’ou finalement ||u — up|| < gﬂu — vp|| pour tout v, € V4. On obtient le résultat désiré en
passant a I’inf sur Vj. n



4.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE EN DIMENSION 1

4.2 Approximation polynomiale en dimension 1

Pour utiliser la méthode de Ritz-Galerkine en pratique, il faut trouver une « bonne » suite
d’espaces de discrétisation (V},);,. Une des idées essentielles pour la construction d’une ap-
proximation de Galerkine efficace numériquement est d’avoir une matrice A la plus creuse
possible, i.e. avec a(y;, ¢;) = 0 pour beaucoup de couples (3, j), ce qui permettra de diminuer
le nombre d’opérations a effectuer pour la résolution du systeme linéaire associé. On essaye
donc de prendre des fonctions de base a support petit. Il faut évidemment également veiller a
ce que ’espace de dimension finie ainsi construit soit bien inclus dans I’espace de départ ol

est définie la solution exacte.

Premier exemple : on revient au probléeme modele du Laplacien en dimension 1

—u" = f dans |0, 1],
u(0) =u(1) =0,

dont la formulation variationnelle s’écrit
Trouver u € HE(]0, 1]) tel que

/vu.vudxz/fvdx Yo € H3(]0,1]).
Q Q

On cherche un sous-espace Vj, de V' = H}(]0, 1[. Pour cela on commence par construire le

maillage (xo,...,zn+1) de]0, 1] tel que x; = ih,avec h = ﬁ
On construit alors pour¢ =1,..., N,
;;;__ITZ: S [fL‘l',l,fEi],
T—T;
vilz) = 1’1_7&3;:11 x € [T, Tiv1],
0 sinon.
On définit alors V}, = Vect(¢1, ..., N ), 'espace vectoriel engendré par (o1, ..., oN).

Proposition 9 L’espace V}, est un sous-espace vectoriel de Hi(]0, 1] de dimension N.

Preuve.

— Les (y;) forment un systéme libre de N vecteurs. En effet supposons qu’il existe des
constantes (ci,...,cn) tel que cip1(x) 4+ - - + pn(x) = 0 pour tout z €]0, 1[. Alors
en particulier pour z = x; on a ¢;(z;) = 0 pour j # i et p;(x;) = 1,donc ¢; = 0.1l en

résulte que I’espace V}, engendré par les ¢; est bien de dimension N.
— Soit vy, € V}, quelconque. Montrons que v, € H}(]0, 1.

1) On vérifie que vy, € L?(]0,1[). La fonction en tant que combinaison linéaire de fonc-
tions continues sur [0, 1] est continue sur [0, 1], elle y atteint donc son maximum et on

a

1
/ vi dr < max |vp(z)]? < oo.
0 z€[0,1]

2) On vérifie que vj, € L?(]0, 1[). La fonction vy, linéaire par morceaux, n’est pas déri-
vable aux points z;, il faut donc calculer v}, au sens des distributions et le théoreme 4 de
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recollement, qui se généralise facilement au cas de N sous-domaines, permet d’affirmer
que v}, € L*(]0,1]).

3)Pourtout j = 1,... N, ¢;(0) = ¢;(1) = 0. Donc pour tout vy, € V},, on a vy (0) =
’Uh(l) = 0.

On en déduit que V}, C HE(]0, 1.

On note
ViF = {v, € C%a, b)), Vh|[ws,214,] €St un polyndme de degré £},
et
th,o ={v € th | vp(a) = vp(b) = 0.}
L’espace d’approximation V}, que nous avons construit précédemment correspond a Vh{ 0
Remarque 12 Pour tout k > 1, on a V¥ c C%(a,b]) et V¥ C H'(Ja,b|), mais si I'on

considérait des fonctions constantes par morceaux au lieu d’étre au moins affine par morceaux,

cela ne serait pas le cas. L’espace V,? ne permet pas de définir une approximation conforme
dans H'(]a, b[).

Remarque 13 L’élément fini Py existe également, les fonctions de base associées sont constantes
par maille et on a

Py € L?(Ja, b)), Po ¢ H'(Ja,b]), Py ¢ C°(a, b]).

On ne peut donc pas ['utiliser pour obtenir une approximation conforme de notre probléeme
modéle dont la solution est dans H*(]0, 1].

Pour v € C%(Ja, b]) on définit le projeté v de v sur I’espace V}, par

(o) (@) = Y v(@i)pi(x).

i=1

Théoreme 21 Si la solution exacte de (4.3) est dans H?(]a, b|), alors on a ’estimation d’er-
reur ||lu — up|lgr < Ch, oit up, € Vy, est la solution du probleme approché (4.4) et h =
max; ]xi_H — $7,|

Preuve. On a
lu— upnlFpn = llu— upllie + v — up||7s.

En utilisant le lemme de Céa, on obtient

lu—up||?n < C inf |ju—wvp|gr < Cllu— 7ul|g.
v EV)
11 suffit donc d’estimer ||u — 7ul| 1. Soit donc = € [x;, x;41]. Alors

(mu)(z) = w(@i)pi(z) + u(zit1)pit1(x),
T Tigr U($i+1)xx — T

7 (2

Ti — Ti41



4.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE EN DIMENSION 1 45

Or,ona (u — wu)(z;) = 0, donc

(= mu)(@) = [ (= () 0) d, @)
_ /x (u/(y) _ u(wit1) — U(fﬁz‘)) dy, 4.8)

Tit+1 — &4

oru € H%(Ja,b]) = u € C(]a, b]), donc, d’apres la formule des accroissements finis il existe
€ € [z, xi1] tel que v/ (&) = ulzip)—ul@i) pyg pour y € [x;, x]

Tit1—T4
; — . Y Tit1
() — M) T @) [z < ([T B - .
Titl — T4 3 z;
Alors
Tit1
() (@) < B / 2 de,
z;
puis

Tit1 Tit+1 Ti+1
/ lu' — (mu)(z)]? dz < hl|zi, — $1|/ |u|? do < h2/ |u"|? de,
Ty xT; x

2

et en sommant de 0 a NV

1 1
/ ol — () () de < b / |2 de,
0 0

soit ||u — 7ul|z2 < hl|u”| 2. 1l en résulte également a 1’aide de Cauchy-Schwarz pour (4.7)
que

xT

(- 7u)(@)] < /

Tit1
( / 2 i1 — @il da,
z; Jx;

Tit+1 1 3
< (/ | dz) 2|z — w2,

Ty

puis
Titl Tit1 Tit1
[ e m@Pde< [ P defoi - ol i -l <8 [ R,
et en sommant de 0 a NV
1 1
/ |(u — mu) ()| de < h4/ (u")? dz,

0 0

d’ou |Ju — 7ul| 2 < B2||u"|| 2. [

Remarque 14 Pour notre probléme modéle, il est clair que f € L? implique que v € L?.
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4.3 Définition d’un élément fini

On considere un triplet (K, P, >) ol
(i) K est un sous-ensemble fermé de R™ d’intérieur non vide,
(ii) P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions définies sur K,

(iii) X est un ensemble de formes linéaires sur P de cardinal fini N, ¥ = {o1,...,0n}.
Définition 17 On dit que X est P-unisolvant si pour tout N-uplet (o, ..., an), il existe un
unique élément p € P tel que 0;(p) = «; pouri =1,...,N.

Définition 18 Le triplet (K, P,X.) de R™ est appelé élément fini de R"™ s’il satisfait (i), (ii) et
(iii) et si X3 est P-unisolvant.

Exemple 1: Soita,b € R,a < b. Soit K = [a,b], P = P; I’ensemble des fonctions affines
sur [a,b], ¥ = {04, 0}, 00

oq,: P — R, op: P — R,
p — pla), p — pb)
De plus X est P-unisolvant : soit («, 3) € R?. On cherche p € P tel que p(a) = acet p(b) = 3.
L’unique solution est
r—a
p(z) = (8- a)m +a.

Exemple 2: Soita,b,c € R,a < ¢ < b.Soit K = [a,b], P = Py I’ensemble des polynomes
quadratiques sur [a, b], ¥ = {04, 0p, 0}, 0l

o,: P — R, op: P — R, o.: P — R,
p — pla), p = p(b), p — (o)

Il reste a vérifier que ¥ est P-unisolvant : soit (v, 3,7) € R3. On cherche p € Py tel que
pla) = a, p(c) = v etp(b) = (. La forme générique d’un élément p € Py est p(r) =
\z? 4 pux + v. Donc

pla) =« Aa? + pa+v =«

pB)=B P NP +ub+v=4

ple) =~ A+ pc+v=1x

On a donc un systéme de 3 équations a 3 inconnues (A, x4, ) qui admet une unique solution si

— (b—a)(b—c)(c—a) £0,

Q.
]
&+
>
™o
o o2
— =

ce qui est le cas car a < ¢ < b. Donc ¥ est P-unisolvant.
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Exemple 3 : Soit X C R? le triangle non dégénéré de sommets (a,b,c), P = P1(K) =
{ax+Ly+7, (z,y) € K}ie.cest’ensemble des fonctions affines sur K et ¥ = {04, 04, 0.},
ou
0q: P — R, op: P — R, o P — R,
p — pla), p — pb), p = plo)

La encore, X est P-unisolvant, comme dans I’exemple précédant on se raméne a un systéme
de 3 équations a 3 inconnues qui admet une solution unique si les points a, b et ¢ sont distincts,
ce qui est le cas ici car le triangle est non dégénéré.

Remarque 15 Les éléments finis que nous avons vu dans les exemples 1, 2 et 3 sont des élé-
ments finis de Lagrange, pour lesquels les formes linéaires de 3 sont les valeurs des polynomes
de P en N points judicieusement choisis (N est la dimension de P et le cardinal de %).

Nous allons maintenant démontrer deux lemmes permettant de caractériser la propriété d’uni-
solvance, qui sont tres utiles dans des cas un peu plus complexes que ceux des exemples pré-
cédents.

Lemme 3 L’ensemble 3. est P-unisolvant si et seulement si les deux propriétés suivantes sont
vérifices

(i) Il existe N fonctions p; € P linéairement indépendantes telles que oj(p;) = d;; pour
1<4,j<N,

(ii) dim(P) = card(X).

Preuve. Soit

¢p: P — RN
o1(p)

P = :
on(p)

On voit aisément que X est P-unisolvant si et seulement si ¢ est bijective. On va donc utiliser
I’application ¢ pour démontrer le lemme.

1) On suppose que ¥ est P-unisolvant.

Alors ¢ est une application linéaire bijective, donc un isomorphisme. L’ image réciproque par
¢ de la base canonique de RV est donc une base de P qui correspond aux (p;) de (i). De plus
la dimension de P est N = card(X).

2) Réciproquement, on suppose les propriétés (i) et (ii) vérifiées. Montrons alors que ¢ est
bijective. D’aprés (ii), dim(P) = card(X) = N = dim(R"), il suffit donc de montrer que ¢
est surjective. Pour cela, on prend (aq,...,ay) € RN quelconque, alors p = aip; + -+ +
anpy Vérifie que 0;(p) = «; d’apres la propriété (i), d’ou la surjectivité. |

Exemple 4 : Soit K C R? le triangle non dégénéré de sommets (ay,as,a3), P = Py(K),
I’ensemble des polyndmes de degré 2 sur K et X = {04,,0as,0ass Tarss Tarss Tags |» OU A12,
a13 et agg sont les milieux des cotés [a1, as|, [a1, as].et [az, as]. Pour a désignant I’un des 6
points (a1, az, as, a2, ajzass), o, est I’application

0q: P — R,
p — pla).

Pour démontrer que X est P-unisolvant, nous allons utiliser le lemme 3. Commencons par le
(ii). L’ensemble X contient 6 éléments et la dimension de [Po est également 6 (une base de Po
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est donnée par (1, z,y, 2, zy, y?)). Il reste maintenant 2 exhiber une base (p;); de P telle que
oj(pi) = 0i;. Pour cela, il est pratique d’utiliser les coordonnées barycentriques du triangle,
qui sont les fonctions affines (A1, A2, A3) qui valent respectivement 1 aux points aq, ag, as
et qui s’annulent aux deux autres points. Une propriété des coordonnées barycentriques est
de prendre une valeur constante sur les droites paralleles au coté opposé du sommet ou elles
valent 1. En particulier, elles s’annulent sur le coté opposé et valent % sur la droite passant par
les milieux des segments contenant le sommet ou elles valent 1. De ces propriétés, on déduit
aisément, avec des notations évidentes que

p1=A(2A1 — 1), p2=2X2(2X2—1), p3=A3(2X3 1),

P12 = 44X A2, p13 = 4A1A3,  pa3z = 4Ao)3.
D’ou "unisolvance.

Lemme 4 L’ensemble 3. est P-unisolvant si et seulement si les deux propriétés suivantes sont
vérifiées

(i) oj(p) = O0pour toutj =1,...N = p =0,

(ii) dim(P) = card(X).

Preuve. Méme principe que dans la démonstration du lemme précédent en utilisant 1’ injectivité
de ¢. [

Exemple 5: Soit a,b € R, a < b. Soit K = [a,b], P = P3 I’ensemble des polynomes
cubiques sur [a, b], ¥ = {01,02,03,04},0u

o1: P — R, o9: P — R, o3: P — R, o4: P — R,
p — pla), p — p(b), p — pa), p — p'(b)

On va utiliser le lemme 4 pour vérifier que ¥ est P-unisolvant. Soit p € P3 tel que o;(p) = 0
pour tout 5 = 1,...4. Alors en particulier p’ est un polyndme de degré 2 qui s’annule en a et
en b, donc p'(z) = Az — a)(x — b) avec A € R. Le polyndme p s’annule également en a et en
b, ¢’est donc en particulier la primitive de p’ qui s’annule en a. Par une intégration par partie

on trouve son expression en b
b—a)

Et donc comme a # b, p(b) = 0 entraine que A = 0 et donc p est le polyndme nul. Et bien sdr,
la dimension de IP3 est 4, ce qui correspond au nombre d’éléments de 32, d’ou ’'unisolvance.

Remarque 16 L’élément fini de I’exemple 5 oul les formes linéaires sont donnés par les valeurs
des éléments de P et de leurs dérivées en des points est un élément fini de Hermite.

Exemple 6 : Soit X C R? le triangle non dégénéré de sommets (a1, az, a3),

P = (Py(K))* & Po(K) (§> - <gi$> ’

ou «, [ et v sont des réels. L’espace P est clairement un espace vectoriel de dimension 3 de
fonctions définies sur K a valeurs dans R2. En notant n;; la normale au coté [a;, a;], on définit
les formes linéaires de > = {01, 02, 03}, comme suit

o P — R,
p f[aj,ak] p(s) - nji ds.
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Pour démontrer I’'unisolvance on va utiliser le lemme 4, en notant tout d’abord que la dimension
de P et le cardinal de ¥ sont égaux. Ensuite, soit p € P tel que o;(p) = 0 pouri = 1,2, 3.
Commencons par vérifier que dans ce cas p - n est constant sur chacun des cotés du triangle.
Considérons le coté [a;, a;] et a € [a;, a;] alors

(p(a) - p(ai)) cNiy = V(CL — ai) ‘N = 0.

Maintenant grace a la formule de Green (2.3), on a

ai

az as
/ divpdzdy = / p(s) - niads +/ p(s) - nosgds —i—/ p(s) - nisds.
K

al az as

Or les termes du second membre correspondent aux o;(p), ils sont donc nuls par hypothése et
d’autre part div p = 2. Donc v = 0. Il en résulte que p est un vecteur constant. Alors comme
p-ni2 = p-niz = 0 et que nio et n13 ne sont pas colinéaires, p = 0. D’ou 1’unisolvance.

Définition 19 Soir (K, P,X) un élément fini. Soit C' un espace vectoriel contenant P (par
exemple C°(K),CY(K),C?*(K), ...). Pour v € C on appelle P-interpolé de v 'unique élé-
ment mv € P tel que o;(mv) = o;(v) Vi=1,...,N.

Remarque 17 L’existence et ['unicité de m sont garanties parce que Y. est P-unisolvant.

Remarque 18 Pour construire , on utilise en général la base de P associée a 3. par le lemme

3:
N
T = Z oj(v)p;
j=1

Remarque 19 Pour un élément fini de Lagrange wv n’est autre que l’interpolé de Lagrange.

4.4 Familles d’éléments finis

Définition 20 Deux élément finis (K, P, %) et (K, P,3) sont dits affinement équivalents si
il existe une application affine inversible F' : R™ — R" telle que

(i) K = F(K),

(i) P={po F~', Vp e P},

(iii) Les ensembles ¥ = {(0;)i=1,.. N} et 3 = {(64)i=1,.. N} vérifient o;(p) = 6;(p o F)
Vpe Pi=1,...N.

Exemple 1: Soit K = [a1,a0] et K = [a1,a

1, G2] deux intervalles non vides, P = P;(K),
Y. = {01,092} tels que o1(p) = p(a1) et oa(p ):

az). On considére 1’application affine

az + f.

On cherche (a, 3) tel que a; = ady + (B et ag = aag + . Pour cela, on prend

az — aq a2a1 — 4102
a = = = g e
as — aq az — a1

ce qui nous donne le (i) de la définition. Le (ii) provient du fait que la composée de deux
polynomes du premier degré est encore un polyndéme du premier degré. Il reste encore a vérifier
(iii) : d’une part 6;(p) = p(a;), d’autre part o;(p) = p(a;) = p o F(a;) = p(ai), ce qui nous
donne I’égalité souhaitée.
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Remarque 20 Si on choisit I’application affine qui transforme a; en ag et ag en a1, il faut
changer X pour avoir I’équivalence affine des deux éléments finis.

Exemple 2 : On considere les éléments finis de Hermite P3 basés sur K = [ag, as] et K =
[a1, a2). )
(i) On prend I’application affine F' de I’exemple 1 telle que K = F'(K),
(i) P3(K) = {po F~' Vp € P3(K)} est la composée d’un polyndme de degré 3 avec une
application affine, c’est donc encore un polyndme de degré 3 défini maintenant sur K,
(iii) On a d’abord o telle que o1 (p) = p(a1) et o3 telle que o2(p) = p(az) pour lesquelles on
peut procéder comme dans I’exemple 1. Ensuite on a o3 telle que o3(p) = p/(a1) = p/(ady +
#3) qui est associée a g3 telle que 63(p) = p'(a1) = (po F)'(a) = F'(a)p'(F(ar)) =
F'(a1)p'(a1). On a donc 1’égalité si et seulement si F/(a;) = 1 ce qui équivaut 8 o = 1 ou
encore ag — a; = ag — a, c’est-a-dire que la longueur de I’intervalle doit &tre conservé. Le
méme calcul s’applique également a oy4.

On en conclut que ces éléments de Hermite sont équivalents si et seulement si K et K ont
la méme longueur.

Exemple 3: On considére dans R? les triangles non dégénérés K de sommets (a1, ag, ag) et
K de sommets (dy, dg, a3) avec a1 = (0,0),az = (1,0) etaz = (0,1). Et les éléments finis de
Lagrange P; (K) et Py (K) construits sur ces triangles, i.e. les formes linéaires associées sont
les valeurs des polyndmes aux sommets des triangles. L’application linéaire F'i telle que

21 _ [ G2z — A1z A3z — A1z 1 a1z
Fr | . = R + ,
Z2 A2y — A1y A3y — Aly T2 a2y
ou (ajz, aiy) sont les composantes de a;, fait transforme K en K. De plus la propriété (ii) est

vérifiée parce que la composée d’un polynéome de degré 1 et d’une application affine reste un
polyndme de degré 1 et on a la propriété (iii) car p(Fi (a;)) = p(a;).

Remarque 21 L’élément fini basé sur le triangle K défini dans I’exemple 3 est appelé élément
de référence. En raison de des coordonnées simples de ces sommets on [’utilise souvent pour
calculer les a(p;, pj), pour une forme bilinéaire a donnée, les a(p;, p;) pour les autres éléments
finis en étant ensuite déduits par transformation affine.

Notation : Soient (K, P,X) et (K, P, ) deux éléments finis affinement équivalents pour
une application affine F'. On utilise la notation suivante : si la fonction v est définie sur K, alors
¥ est la fonction définie sur K parv = v o F.

Théoréme 22 Soient (K, P,Y) et (K, P, %) deux éléments finis affinement équivalents pour
une application affine F'. L’ensemble {p;, i = 1..., N} est la base de P associée a I’élément
fini (K, P,X) si et seulement si I’ensemble {p;, i = 1...,N} est la base de P associée a
Iélément fini (K, P,3).
Si de plus on a

0'7,(1)):5'2(@), V=1...,N, Yve(,

alors

=70 YvedC.
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Preuve. La premicre assertion vient du fait que o;(p;) = 6;(p;). D’autre part

N
w0=Y_ 6i(0)pi,
=1
N N
=> oi(w)pi=(O_oi(v)pi)o F
i=1 i=1
=70

4.5 Construction d’espaces d’approximation

La notion d’élément fini que nous avons introduite dans les sections précédentes vont main-
tenant €tre utilisées pour construire des espaces d’approximation pour la méthode de Ritz-
Galerkine avec des fonctions de base de support petit. Typiquement, 1’espace discret associé a
un élément fini (K, P,X) va étre

Vi = {v € C (vérifiantles CL.) vk, € P},

ot C est ’espace de continuité naturel imposé par I’élément fini, i.e. C = C%(Q) pour les
éléments finis de Lagrange, C' = C''(£2) pour les éléments finis de Hermite.

Concretement, étant donné un ouvert {2 que 1’on suppose polygonal en 2D ou polyédral
en 3D pour simplifier (sinon on 1’approxime par un ouvert de ce type), on construit une parti-
tion de €2 telle que Q = UK; ot les (K;, P;,%;) définissent des éléments finis de méme type.
On suppose que dans cette partition les faces de deux K; adjacents se correspondent exac-
tement et que les degrés de libertés, i.e. les éléments de 3, partagés par deux éléments finis
adjacents prennent la méme valeur. Par exemple dans le cas des éléments finis de Lagrange,
si (Ky, P1,%4) et (Ko, Py, 39) vérifient K1 N Ky # & et si un point a définissant un de-
gré de liberté appartient a 1’intersection, alors pour tout p; € P et pour tout po € P, on a
pi(a) = pa(a). Les propriétés de régularité globale (continuité, dérivabilité,..) de 1’espace V},
construit a partir d’un élément fini vont se déduire des contraintes imposées par 1’égalité des
degrés de liberté communs a deux éléments finis adjacents.

Exemple 1: On va construire I’espace V}, basé sur 1’élément fini de Lagrange P (K) en une
dimension. Notons qu’on peut parler sans confusion d’élément fini de Lagrange P; (K), car les
>’ associés sont univoques. C’est ce que 1’on fait couramment.

On construit le maillage (xo, ..., zn41) de [0, 1] de sorte que x; = ih avec h = ﬁ On
définit K; = [z;, x;+1] et on considere les éléments finis de Lagrange (K;,P;(K;)). Comme
les fonctions de V}, doivent étre définie de maniere unique aux points x;, et qu’elles sont affines
dans chacun des intervalles [x;, z;11], elles sont continues. Par contre elles n’ont aucune raison
d’étre dérivables aux points z; et elle ne le sont pas en général. L’espace C°(]0, 1[) est donc
bien I’espace naturel dans lequel sont définies les fonctions basées sur I’élément fini P;. On
définit alors le sous-espace V}, de H'(]0, 1[) par

Vh = {U S CO(]O, 1[) | VK; € Pl(KZ)}

Notons que C°(]0, 1]) est également I’espace naturel pour les élément finis de Lagrange Py,
avec k > 1. La seule contrainte est 1’égalité des fonctions aux noeuds du maillage, le fait de
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prendre des polyndmes de degré plus élevé n’apporte pas de régularité supplémentaire, mais
bien évidemment plus de précision.

Exemple 2 : On va construire 1’espace V}, basé sur 1’élément fini de Lagrange P;(K) en
dimension deux. Soit € un ouvert de R? & bord polygonal avec une triangulation 7;, par des
triangles K de diametre inférieur a h.

Théoreme 23 L’espace V}, construit a partir de I’élément fini de Lagrange P1(K) est un sous-

espace de CO((S2)) et de H' ().

Preuve. 1) Continuité. Soient K et K deux triangles adjacents et notons a et b leurs sommets
communs. On a alors que pour tout p; € P; et pour tout ps € P», p1(a) = pa(a) et pi(b) =
p2(b). En supposant, sans restriction de généralité, que le coté [a, b] est parallele a I’axe (Ox),
p1 — p2 est un polyndome de degré 1 en x qui s’annule en deux points distincts. C’est donc le
polyndme nul. Donc p; = ps sur le coté [a, b], d’ot la continuité.

2) Soit u € V4. Alors u, € P1(K) C H'(K). De plus nous venons de voir que u est
continu, donc d’apres le théoreme 4 de recollement u € H*(S2). ]

On peut donc définir
Vi ={v e C%(Q) | vk, €P1(Ky), VK € Ty}

On a La dimension de V}, est le nombre de points de la triangulation. On désigne par a; les
sommets de la triangulation et on construit les fonctions ¢; telles que ¢;(a;) = 0;; et PilK, €
P (K},). Les fonctions (¢;)i=1,... n forment alors une base de V.

Remarque 22 Dans le cas o u s’annule sur tout ou une partie du bord, cette condition vient
se rajouter dans ’espace Vy,. Il en résulte que les fonctions de base qu’on avait précédemment
et qui valent 1 en un point du bord ou u s’annule ne font plus partie de Vy,. 1l en résulte que
la dimension de V3, correspond dans ce cas au nombres de sommets de la triangulation moins
ceux qui se trouvent sur une partie du bord o u s’annule.

Exemple 3 : On va construire I’espace V}, basé sur I’élément fini vectoriel construit dans
I’exemple 6 de la section 4.3. La triangulation est la méme que dans I’exemple précédent.
L’égalité des degrés de liberté sur les triangles adjacents entraine, comme p - n est constant
sur les faces que p - n est identique sur la face commune pour les polyndmes de deux tri-
angles adjacents, ce qui entraine, comme nous allons le démontrer dans la proposition suivante
que Vi, C H(div,Q). Par contre les fonctions de V}, ne sont pas continues a la traversée des
éléments, seule leur composante normale I’est. On a donc

Vi = {’U € H(dz’v,Q) | YK, € P(Kh), VK, € ,]71}

Proposition 10 Soit vy, une fonction définie sur ) telle que vy, ¢ € P et vy, - n est continue a
Uinterface entre deux triangles adjacents. Alors v, € H(div, Q).

Preuve. 1) On a vy, € (L*(Q))? car v, € (L*(K))? en tant que polyndme sur un compact K

et
2 2
vy dr = /vdx<oo
RS

KeT,

comme somme finie de termes bornés.
2) divwy, € L?(£2) : Comme vp| i €st un polyndme, on a div vy, € L?(K). Par contre vy, n’est
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a priori pas dérivable aux interfaces entre les éléments, on va donc calculer div vy, au sens des
distributions. Soit ¢ € D(Q2). Alors

(divop, p) = —/ vy - Vodx

Q
= — /Uh-Vgpdx
K

KeT,
= Z (/ vh-ncpds—/ div vy, p dz).
Kez, JOK K

On traite les termes sur les bords des éléments K de distinguant deux cas.

Premier cas : Les termes qui sont sur 0f) disparaissent car  est a support compact.
Deuxieme cas : Les termes qui ne sont pas sur J§2 appartiennent exactement a deux triangles
K et Ky et donc en sommant les termes sur I’interface provenant des deux triangles on obtient

/ Uh'nlgods—i—/ vh‘nzgods:/ o(vp -ny —op -np)ds =0,
OK1NOKo OK1NOK>o OK1NOK>o

car les normales sortantes de K7 et Ko sur cette face vérifient n; = —no et vy, - n est identique
des deux co6tés par hypothese.
On obtient donc

(div oy, p) = Z / divvhgodx:/divvhgodx,
KeT, K Q

ce qui signifie que la divergence au sens des distributions de vy, est égale presque partout a
div vy, calculé dans chaque élément. Il en résulte en particulier que div v, € L?(£2) avec

divvh2dx: /divthdx.
[ vofar= 3 [ jaivol

KETh

4.6 Mise en oeuvre de la méthode des élément finis

Le principe de la méthode des éléments finis est d’approximer un probléme défini par une
formulation variationnelle
Trouver u € V tel que
a(u,v) =1l(v) Yv eV, 4.9)

ou a et [ vérifient les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram avec a symétrique, par un
probléme posé dans un espace de dimension fini V}, construit a partir d’une famille d’éléments
finis suivant le principe énoncé dans la section précédente et qui devient “trés proche” de V'
pour h petit :
Trouver up, € Vy, tel que

a(up,vp) = l(vy) Yo, € V. (4.10)

En notant (¢;);=1,... n une base de V}, on peut décomposer un élément uy, de V}, sur cette base
en écrivant

N
un(r) =Y ujip(@).
j=1
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La formulation variationnelle discrete (4.10) peut alors s’écrire

N
Zuja(¢j7¢i) =1(p;) pouri=1,...N.
=1

Alors, en notant

U L(p1)
A= ((alpipi))hi<ij<n, U=1| [, b= N
uN l(oN)

on se ramene a la résolution du systéme linéaire
AU =b,

qui admet une solution unique a cause de la coercivité de a.

Il s’agit maintenant d’assembler la matrice A et le second membre b. Pour le second
membre on utilise en général une formule de quadrature numérique du méme ordre que 1’erreur
commise dans la méthode d’éléments finis. Par exemple pour une méthode d’éléments finis [Py
en dimension 2, si l(v) = [, fv dx dy, on peut utiliser la formule de quadrature

/ foidr ~ u;'f(az‘),
K

ou a; est le sommet de K ou ; vaut 1. Une autre option est d’approcher f par sa projection
« f sur I’espace d’éléments finis. On a

N
nf=> oi(f)es
j=1

et donc
N
/Wf%dfl‘:zaj(f)/ pipj dz,
Q = Q

ce qui peut s’écrire sous forme matricielle b, = M s. ou

bh=</Q 7 forda), M=<</Q pigi da))ig, s = (05(1));.

Il faut alors également assembler la matrice de masse M.

Comme 1’espace V}, et en particulier ses fonctions de base ; sont construites a partir des
valeurs par éléments, il est en général beaucoup plus pratique d’assembler les matrices a partir
des matrices élémentaires qui contiennent les contributions d’un élément a la matrice globale
en décomposant les intégrales sur les éléments

/Qf(m)d:c:;/]{f(m),dx.
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4.6.1 Assemblage des matrices élémentaires

Les matrices élémentaires sont des matrices pleines ayant comme nombre de lignes et de
colonnes la dimension de P. Il est souvent pratique pour I’assemblage des matrices élémen-
taires de faire un changement de variable permettant de ce ramener a un élément de référence
ayant des sommets avec des coordonnées plus simples. Ainsi pour des éléments finis construits
sur des triangles, on considere un élément quelconque K de sommets a;,¢ = 1, 2, 3 ayant pour
coordonnées (;,y;) et on prend pour élément de référence K ayant pour sommets a1, Gz, a3
de coordonnées respectives (0,0), (1,0) et (0, 1), L’application affine

Fla,y) = A <‘;> +b,

A:<I2—I1 1’3—$1> b— <$1)

v2-v1 y3s—y)’ yl)’

transforme K en K. On a donc en particulier, en faisant le changement de variable (Z,9) =
F(z,y)

avec

/wwm%wwM@=/%W@@MW@mWamw@
K K

— (det A) / 2:(#,9)¢;(8, 9) di .

K

De méme en utilisant la loi de composition des dérivées on obtient que
S ANt
Vgi(z,9) =" AVe(z,y),

et donc

/ Vi Vipj de dy = (det A) / (‘A)'VGi(E,9) - (PA) (. 9) di .
K

K

La matrice (*A) ! se calcule a partir de A et & pour expression

(ta)L = L (ys—wy1 y1—ue
det A \x1 —x3 x9 — 21
Les calculs effectifs des fonctions de base sur 1’élément de référence peuvent alors se faire
a I’aide des coordonnées barycentriques associées a ce triangle et qui ont pour expressions

Mx,y)=1—z—y, X(z,y)=2 A(z,9) =y

Exemple 1 : Elément fini P; Les trois fonctions de base de 1’élément de référence sont
définies par p, = Ay, @ = 1,2, 3. On a alors p.ex.

/ p1(z,y)p2 dv dy = (det A)/ (1 -2z —y)zdzdy,
K K

avec det A = (72 — 21)(ys — 1) — (y2 — y1) (3 — 71).
D’autre part p.ex.

Y3 — Y2
det A~

aa:pl = (tA)ilaz)\l =
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Exemple 2 : Elément fini P, Les six fonctions de base de I’élément de référence sont don-
nées par
p1=M(2M\ = 1), p2 =202 1), p3=A3(2A3 — 1),
1 1 1
= -\ =-\A = —A2As.
P12 212 P13 4108 P23 17273

On en déduit comme dans I’exemple 1 la contribution a la matrice de masse. Et on a par
exemple

Bep1 = (FA) 710, (M (202 — 1)) = (y3 — y2) (4(z + y) — 3)/(det A).

4.6.2 Assemblage des matrices globales

Pour assembler les matrices globales a partir des matrices élémentaires, on introduit la
fonction ¢ qui a un couple (K, «) correspondant a un élément et a une fonction de base pa
(1 < a < dim(P)) associe le numéro i (1 < i < dim(V},)) de la fonction de base ; de V},
telle que (;)|x = pa- On a alors que la matrice A est donnée par I’algorithme :

A=0
Pour K = 1, nbelements,
Pour o, 3 = 1, dim(P)

M(¢(K, @), o(K, B)) = M($(K, ), o(K, 8)) + M (a, B),

ou M est la matrice élémentaire associée a 1’élément K.

4.7 Estimations d’erreur

4.7.1 Erreur d’interpolation locale

Corollaire 2 Soit Q2 un ouvert borné a bord lipschitzien. Soit V.= H™ () /Pp,_1(£2). On note
U I’élément de V représentant de la classe d’équivalence de u + p on p € Pp,_1(§2).L’espace
V' est muni d’une norme définie par

||y = inf u+ ,
il = _inf ol

et d’une semi-norme
’u|m = |u|m

Alors la norme ||.||, et la semi-norme |.|,, sont équivalentes sur V.

Preuve. Par définitions des normes ont a |1, < ||%||,,. L autre inégalité découle du théoreme
13 en remarquant que par définition de 1’espace quotient

VNP,_1(Q) = {0}.
| |

Théoreme 24 Soit (K, P,Y) un élément fini, k,m € N* vérifiant m < k + 1. Soit 7 I’opé-
rateur d’interpolation associé a (K, P,X). On suppose que Pi(K) C P C H™(K). Alors il
existe une constante C' > 0 dépendante seulement de k et de K telle que

o = 70llm, i < Clolieni.
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Preuve. 1) L’opérateur I — 7 est linéaire continu pour des éléments finis de Lagrange. L’ opé-
rateur d’interpolation 7 est défini par

Alors

N
7ol < D (@) pillm,
i=1

N
< (3 i) ma o).
=1

< Clvllgy1,x5

car SV ||pi]m est constante et grice au théoréme 12 I'injection de H*+1(K) dans C°(K)
est continue, i.e.

max [v(z)| < Cllvllks1,x,

zeK

cark+1> 3.
2) Pour p € P, ona mp = p, donc

v—mv=v—p+ap—mv=(I—m)(v—Dp),
donc
v = 70llm < I =7l £earer, mm) inf v = pllk+1,
< Clvfgsr,k-
|
On considére maintenant deux éléments finis (K, P, ¥) et (K, P, %) affinement équivalents

pour une application affine F' : & — AZ + b.

Lemme 5 Pour m > 0, l'application v — ¥ = v o F est un isomorphisme de H™(K) dans

~

H™(K). De plus il existe deux constantes c; et cy ne dépendant que de m et de la dimension
n telles que

(01, & < el Al™| det A2 [l i
[Vlm,ic < eal| A7Y™ | det A2 0], .
pour toutv € H™(K).
Preuve. Notons A = ((a;5)).Ona

donc

N N N
XY T
e Al = a'i...a'i—o
8951-1 ce Gm,m Jin Jmim 8.7}j1 PN ijm ’

J1=1 Jm=1
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donc

\agg \<||A|rm2 Z|8x1 e o Fl

Jj1=1 Im=
Ainsi

o™ . o™ R
/‘(%vl | di < c1]| Al Z Z/‘(?xl oF]de,

Jji=1 Jm=1

puis en faisant le changement de variable © = F(%), dz = |det A|d% dans le membre de
droite, il vient

o™ o
/‘axﬂ o } da:<cl||A|]2mZ Z/‘axl v \|detA| L dz.

Ji1=1 IJm=
Ce qui donne la premiere inégalité. La démonstration de la deuxiéme inégalité est identique. B
Théoréme 25 Soit (K, P, un élément fini, k,m € N* tel que m < k + 1. On suppose
que © € L(HMY(K), P) et que P (K) C P ¢ H™(K). Soit ensuite (K, P,¥) un élément

fini affinement équivalent a (K P Z) par Uapplication F : & — AZ 4+ b. Alors, il existe une
constante ¢ > 0 telle que

[0 = 70l < e AIFTHATH ol
Preuve. On utilise le lemme précédent :

|0 — 70|,k < cal|A™ 1Hm|detA| 20 = 70],, %

car 70 = 70, puis d’apres le théoréme 2
|0 = 70],,, g < Clolpyy 4

04411 < cr|| A det A \U|k+1,K,

[0 = TVl < e2Cerl AT ™A ol k.

Lemme 6 Ennotant hyc, hy; les diamétres de K et K et PK, pj; les diametres des plus grandes
spheres contenues dans K et K, on a

hx _ h .
1Al < ==, [lA7Y < K.
K PK
Preuve. Par définition
1
[All = sup [|AE[| = — sup [Ag].
ll€ll=1 K lgl=rz
Or pour § tel que [[£|| = pg, il existe 21, &2 dans K tels que £ = &1 — &o. Alors AE =
F(#1)—F(&2) et F'(21) et F(#2) sontdans K ,donc || F(21)—F(22)|| < hp,d’ou [|A| < Z—If.
K
L’autre inégalité se démontre de la méme maniere. n
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Théoreme 26 Sous les hypothéses du théoreme précédent, il existe ¢ tel que

k+1
v = 70| < B |v|py1 e Yo € HH(K). (4.11)
K
Preuve. C’est une conséquence directe des théorémes et des lemmes précédents. |

Notons o = Z—g, le parametre caractérisant la forme du triangle. Plus o est grand, plus
le triangle est aplati et o est minimal pour un triangle équilatéral. Dans les démonstrations de
convergence, on exige d’une triangulation 73 que ses triangles ne soient pas trop aplatis, i.e.
qu’il existe o tel que o < o VK € 7;,. Larelation (4.11) devient alors

v — V|, < éamh§(+1*m|v|k+1,K Yo e HM(K).

4.7.2 Erreur d’interpolation globale

On va pouvoir passer de I’erreur d’interpolation locale a I’erreur d’interpolation globale
grace a la relation

/QW(U—W)Fdx: > /K|V(v—7w)|2dx,

KeTy,

qui peut s’écrire aussi |v — 7rv|iQ = Z lv — wv[% i - Cette relation est vérifié a condition
KEeT,
que v, Tv € HY(Q).
Notons qu’il se peut trés bien que v € H'(K) pour chaque K de 7}, sans que v € H(Q),
car il peut y avoir des défauts de régularité apparaissant aux interfaces entre les éléments.

Définition 21 On dit qu’une famille d’éléments finis (K, P,%) € Ty, est de classe C° si
(i) P C C°K) pour tout K € Ty,.

(ii) Si K, et Ky sont deux éléments adjacents et vy, appartient a I’espace d’approximation
construit sur la famille d’éléments finis alors vy, i, et vy, coincident sur K1 N Ka.

Pour les estimations d’erreurs globales, on fait les hypotheses suivantes sur la triangulation
T

(H1) On suppose que la famille de triangulations est réguliere dans les sens suivant :
(i) Il existe une constante o telle que

h
VK € U7y K <o.
PK

(ii) La quantité h = max hx tend vers 0.
KeT,
(H2) Tous les éléments finis (K, P,X), K € U7}, sont affinement équivalents a un unique
élément de référence (K, P, Y).

(H3) Tous les éléments finis (K, P,Y) , K € U, T, sont de classe C°.
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Théoreme 27 On suppose que les hypothéses (HI), (H2) et (H3) sont vérifies. En outre on
suppose qu’il existe un entier k > 1 tel que

Py C P C HY(K),
KMYK) c C°(K) (vraisik+1 > g)

Alors il existe une constante C' indépendante de h telle que, pour toute fonction v € H**1 (Q)
ona
k
[v = mhollkt1 < ChF|v]k41.0-

Preuve. Sous les hypothéses données on a vu que que pour m = 0Oetm = 1 ona
A k+1—
v — TRVl < Eo™ R T K
k41—
S Ch + m|U|k+17K.
Donc en particulier pour m = 1

v — vl < Ch*|vlps k.

En prenant le carré et en sommant sur K 73 on obtient

lo=molto= 3" lv=molfx < CR* ol
KeT,

carv € H'(Q) par hypothése et 7v € H'(Q) parce que 7v € H'(K) et mv € C°(Q). [

4.7.3 Estimation d’erreur pour les éléments finis

On considere un probléme variationnel posé dans V' C H'(Q).

Théoreme 28 On suppose (HI1), (H2) et (H3) vérifiées. En outre on suppose qu’il existe un

entier k > 1tel que k +1 > § avec Pp(K) C P C HY(K) et que la solution exacte du
probléeme variationnel est dans H*1 (), alors

lu —unllio < Ch¥|ulpir 0,
on uy, € Vy, est la solution discrete.
Preuve. On a d’apres le théoréme précédent que

lu = mhullLo < Ch*lulki .

D’autre part d’apres le lemme de Céa

lu —upll1,0 <C inf Jlu—wvylli0 < Cllu— mhull10,
v EVY

d’ou le résultat. ]

On vient de montrer une estimation en norme H!. Nous allons voir maintenant qu’on peut
avoir une estimation meilleure dans la norme L?, grice i une technique de dualité introduite
par Aubin et Nitsche.
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On considere le probléme variationnel associé a

—Au = fdans,
u = 0sur0f),

qui s’écrit
Trouver u € H(Q) telle que

(a(u,v) :)/QVu-Vvdx = /vadx(: (f,v)).

Théoreme 29 On suppose que (I:I] ), (H2) et (H3) sont vérifiées et qu’il existe un entier k >

~

1tel que k+1 > 2 avec Pp(K) C P C H'(K) et que la solution exacte du probléme

variationnel est dans H*t1(Q). Alors il existe une constante C indépendante de h telle que

u = uplo,o < CH* ' ulei 0.

Preuve. On va utiliser 1’expression suivante de la norme L2, basée sur la représentation duale :

ug dr
|ulo,0 = sup fgig
gEL2 ‘9‘079
g#0

Notons que cette expression correspond bien & la norme L? usuelle. En effet, d’une part par
Jq ug dz
[9lo,@

Cauchy-Schwartz on a [, ugdz < |ulo,alglo,q. donc pour g # 0 < |ulo et d’autre

part en prenant g = u,on a

2 d
lulo = Ju*da < sup M
|ulo ser2 l9log
970

Soit alors g € L?(2) quelconque, puis soit ¢ I’'unique solution de
a(p,v) = (g,v) YveV. (4.12)

Alors p € H*(Q) et |l¢ll2o < Clgloq- Bt en prenant dans (4.12) v = u — uy, on obtient

a(p,u—up) = (g,u—up),or mpp € Vj,donc d’apres la relation d’orthogonalité de Galerkine
a(mpe, u — up) = 0.1l en résulte, en utilisant le théoréme précédent que,

(g7u - ’Lth) S a(@ — TP, U — Uh),
< Clle — meplll|u — unll,
< Chlpla.oh*ulri1,0,

< Ch* M gloalulkiso,

d’olt ju — uplo < Chk+1|u’k+17g. |
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474 Estimation d’erreur a posteriori

Les estimations d’erreurs obtenues précédemment donnent une estimation de I’erreur glo-
bale en fonction de la solution exacte. Or on sait que cette solution existe et on connait sa
régularité, donc ce type d’erreur permet de prouver la convergence du schéma et donne 1’ordre
de convergence. Néanmoins elle ne permet pas, lorsque I’on a calculé une solution approchée
uyp, de connaitre localement 1’erreur que 1’on a commise. Les estimations a posteriori que 1’on
va dériver dans cette section permettent de déterminer, une fois calculée une solution appro-
chée uy,, une erreur locale en fonction de uy, et des données du probleme. Ce qui va permettre
de raffiner le maillage aux endroits ol c’est nécessaire pour avoir une meilleure approximation
de la solution exacte.

Exemple : Dans le cas d’une approximation P; en dimension 1, on aura une trés bonne
approximation de la solution avec trés peu de points aux endroits ou elle est affine, ou de
courbure tres faible. Par contre 1a ou la courbure est grande, on aura besoin de plus de points.

Approche pour écrire un code d’éléments finis avec raffinement de maillage : On se
donne une tolérance o pour I’erreur locale. On part alors avec un maillage assez grossier et
itérativement, on calcule la solution sur le maillage courant, puis on rajoute des points aux
endroits ol I’erreur locale est supérieure a o jusqu’a ce que ’erreur locale soit partout inférieure
aq.

Estimations a posteriori en 1d

Pour calculer les erreurs globales dans la section précédente, nous étions passé par les
erreurs locales (par élément) de projection. Nous avions vu que

1w = m0) | 2 20 0) < |2is = il N p2 (e 0040)-

v s . : ) P . " R
L’idée pour avoir une erreur uniformément répartie est d’avoir |z;11 — 2i||w”||L2(4; 2, 1) &
peu prés constante. C’est-a-dire que nous allons choisir |;+1 — ;| petit 12 o [|u" || 12z, 2,,1)
est grand et inversement. On en déduit I’algorithme d’éléments finis adaptatif suivant pour le
probleme

Algorithme :

(i) Initialisation : Partir d’un maillage uniforme (relativement grossier)

J Nog+1°

(ii) Etape itérative : Construire le maillage
0 = 4 ! ! !
—Q?O<x1<"'<le<le+1,

-1

en rajoutant des points 1a ol I’erreur de la solution calculée sur le maillage (z; " ); est

trop grande.
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Concretement pour passer du maillage [ au maillage [ + 1, on peut utiliser ’indicateur d’erreur
suivant :

-
T+ T

2
2 )|’

! ! ! ! l !
|33z‘+1 - xi‘2‘|u//‘|%2(xi,xi+1) = |$i+1 - $z‘|2|’fﬂi2(ggi,mi+l) ~ ’$¢+1 - $i|3|f(

l l
car HfHQLQ(IMiH) ~ |zl — xin(L;Z“)]z On définit finalement
Lol
T, +x;
I} = |af - xi’\sff(%)ﬁ

qui va servir a estimer 1’erreur. Nous pouvons estimer le gain obtenu grace a I’indicateur d’er-
l l
Tyt Thyq

1 - . l .
reur /; en divisant une maille par deux. Posons z; /2= 5. On a alors
1
! 13 _ l 113
|55k+1/2 —ap]” = g’xk—i-l — x|,
donc 1
l 13 2 l
‘$k+1/2 — x| HfH[ﬂ(xi,xiH) < gIk,
et de méme

1
! ! l
ki = 21 joP ) < 5T

On divise donc I’indicateur local par 8 en divisant une maille par 2.

Si on veut que I’erreur finale soit inférieure a € > 0, pour passer du maillage ! au maillage

I + 1, on va décider de découper les mailles telles que /| ,lv > ﬁ jusqu’a ce qu’on ait pour

Alors, 'erreur globale étant la somme des erreurs locales, elle

toutes les mailles [ ,lg <
sera inférieure a <.

g
Ni+1°

Estimations a posteriori en 2d

On considere le probléme de Dirichlet

—Awu = f dans (),
u = 0, sur 052,

qui admet une unique solution dans H{ (€2). Nous considérons une approximation de ce pro-
bleme par éléments finis de Lagrange P;. On a I’estimation locale de I’erreur de troncature

2
lu— mhul,x < C—|uly k,
PK

ou hx est le diametre de 1’élément K et px le diametre du cercle inscrit. En supposant qu’on
ait un bon maillage, i.e. qu’il existe o indépendant de 1’élément K du maillage tel que % <o,
un indicateur de I’erreur locale va étre h|ul2 i . C’est identique au cas 1d, mais ici on ne peut
pas directement remplacer |u|2 i par | f|o k. il va donc falloir I’estimer en fonction de wy,. Mais
comme uy, € Py, D?uy, est une distribution de H~!(2) qui s’annule a I’intérieur des triangles.
On ne peut donc pas I’utiliser directement. On va construire une approximation numérique en
utilisant les triangles voisins. On a d’abord dans K

3
up = Y un(ai)ef,
=1



