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Pourquoi ces recherches ?

Matrice de synthése

) Fractures osseuses non
cicatrisables
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Pourquoi ces recherches ?

Un bioréacteur

) Fractures osseuses non
cicatrisables

@ Projet de génération osseuse ex
vivo
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Pourquoi ces recherches ?

Cellules souches

) Fractures osseuses non
cicatrisables

@ Projet de génération osseuse ex
vivo

@ Expériences tres colteuses
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Le modéle mathématique

Les quantités observées

@ Les cellules souches
mésenchymateuses

@ Le facteur de croissance
ostéogénique

@ Les ostéoblastes

@ La matrice osseuse
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Les équations mises a I'échelle

Evolution des concentrations en temps et en espace : t € [0, T] et x € Q

Concentration en cellules souches

9¢s—div( D(m)Vs— V(m)y(s)Vm)=f;(s,m,g)

Diffusion Transport

Concentration en ostéoblastes

dib=rh(s,b,m,g)
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Les équations mises a I'échelle

Evolution des concentrations en temps et en espace : t € [0, T] et x € Q

Concentration en cellules souches

drs—div(D(m)Vs— V(m)s*(1 — s)PVm)= ———ms(1
—— B+ +g
Diffusion Transport A/—’
Mitose Différenciation

Concentration en ostéoblastes

‘

T

dtb=———mb(1—b)+ s— Opb
= ~~ = or
Mitose leferenmation

Alexandre Uzureau (LMJL) Un schéma numérique de croissance osseuse



Les équations mises a I'échelle

Densité de la matrice osseuse

atm=f3(b, m)

Concentration en facteur de croissance

d:g—div(DyVg) = f4(b,9)
~——

Diffusion

Bailon-Plaza, A., et Van Der Meulen, M.C.H. : A mathematical framework to
study the effects of growth factor influences on fracture healing, Journal
of Theoretical Biology, vol. 212, Elsevier, 191-209, 2001
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Les équations mises a I'échelle

Densité de la matrice osseuse

orm=A(1—xm)b
—_——

Synthese

Concentration en facteur de croissance

Y2

99— div(D,Vg) = —2gb— &g
—— (M2 + 9)2 —~—
Diffusion N————  Mort

Production

Bailon-Plaza, A., et Van Der Meulen, M.C.H. : A mathematical framework to
study the effects of growth factor influences on fracture healing, Journal
of Theoretical Biology, vol. 212, Elsevier, 191-209, 2001
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Propriétés

u=(s,b,m,g)

Existence d’au moins une solution faible

- Fonctions tests dans H'(Q)
© Méthode de Galerkin

Principe du maximum

- Solution bornée dans 4 = [0, 1] x [0, b] x [m,m] x [0, 7]
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Maillage

* Maillage primal admissible 7, :
volumes de controle K (polygones
convexes)

* Maillage diamant Dk |

e e “t"=nAt, ne[o,N+1]

Journées du GDR Calcul 8/30
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Un schéma de type volumes finis

Approximation par une solution up, constante par sous-domaine |t", t"'] x K

tn+1

1
uh‘]t”,t”Jﬂ]xK = U;}+1 ~ m/t'n /};U(t,X) ax dt

Cellules souches

9¢s —div(D(m)Vs) +div(V(m)x(s)Vm) = fi(s,m,g)

K|(SkT'—SR)— At Y DR (87T — st
LEN(K)
Mn+1 _ Mn—|—1
AL Y Jord| VETF(SET, ST )
LEN(K) KL

= |KIAt f (S Mgt GRt)
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Le flux d’advection

Propriétés du flux F

Monotonie : F(., b, c) est croissante, F(a, ., c) est décroissante

Consistance : F(a,a,c) = cx(a)
Conservativité : F(a,b,c) = —F(b,a, —c)

Il existe un module de continuité w : RT — R tel que
|F(a,b,c)—F(d,b,c)| <|c|w(la—d|+|b—b)
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Le flux d’advection

F(Sgt, 8,8k discrétise x(s)Vm

F(a.b,c) =c" (x1(a) +x.(b)) — ¢ (x1(b) +x.(a))

x+(a) =x(min(a,q)) et x,(a) = x(max(a,q)) —x(q)
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Un schéma numérique

Un schéma de type volumes finis

Ostéoblastes

IKI(BK"" — BR) = [K|At (SE™, B Mg, Gie™)

Matrice osseuse

|KI(MgT" = MR) = |K| At (B M

Facteur de croissance

KGR —GR)— At Y Dy (G — GET') = |K|At (BT, GRT)
LEN(K)
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Propriétés souhaitées

 Existence d’au moins une solution
= Convergence vers une solution faible du modele

* Principe du maximum
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Existence et principe du maximum

4 =10,1] x[0,b] x [m,m] x [0,7]

Théoreme 1

Si u°(x) € A4 alors
* le schéma numérique admet au moins une solution up
Cup(t,x)ea
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Preuve du théoréme 1

Troncature

v siv<v<y,
Z(v)=<v siv<y,
vV Ssiv>V.

Proposition 1

! up solution du schéma tronqué. Si u°(x) € 4 alors un(t,x) € 4

1 Si u®(x) € 4 alors il existe au moins une solution au schéma tronqué
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Preuve de la proposition 1.1 (Estimation a priori)

* Initialisation : u% € 4 pour tout K € T,
* Hérédité : On suppose que uy € 4 pour tout K € 7y,

‘
|

Soit K tel que S = minyeq (S]1)

|KI(SRT —SR)—At Y DR (87T — st
LEN(K)
+A Y okl Vet F(SE, S SR
LEN(K)
= |K|At(A)E
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Preuve de la proposition 1.1 (Estimation a priori)

* Initialisation : u% € 4 pour tout K € T,
* Hérédité : On suppose que uy € 4 pour tout K € 7y,

‘
|

Soit K tel que S = minyeq (S]1)

. K Sn+1 S Sn+1 +At TKLDn+1 Sn+1 Sn+1 Sn+1 =
K K K
LEN(K)
—At Y okl Ve F(SET, ST (SRT)
LEN(K)
= —[KlAat(h)™ (SK)
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Preuve de la proposition 1.1 (Estimation a priori)

* Initialisation : u% € 4 pour tout K € T,
* Hérédité : On suppose que uy € 4 pour tout K € 7y,

‘
|

Soit K tel que S = minyeq (S]1)

K Sn+1 + SK Sn+1 +At TK LDn+1 Sn+1 Sn+1 (Sn+1 )—
K

LEN(K)
—At Y okl VT F(SET ST SR (SR
LEN(K)
= —|K|At(R)ET(SKT) ™
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Preuve de la proposition 1.1 (Estimation a priori)

* Initialisation : u% € 4 pour tout K € T,
* Hérédité : On suppose que uy € 4 pour tout K € 7y,

St >07

Soit K tel que S = minyeq (S]1)

KI((s™)7)P <0

=VKeT, Sg'>0
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Un schéma numérique

Preuve de la proposition 1.2 (Existence)

Soit W1 = (U;+1)Kef[,, solution du schéma tronqué et M,(W"t') =0le
schéma a I'étape n+ 1

- Initialisation : W° existe
 Hérédité : On suppose que W" existe

Existence de W™t1 2

(M (W), W) > 0 pour || W ||, assez grand

< Conclusion avec une application du théoréme du point fixe de Brouwer
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Estimations d’énergie

U —-Uuy
Vhn|pe, = Vi,LUn = d%nm

Théoréme 2

Soit up une solution du schéma
) 2 2 L .
Si ||V,,m?7||L2 et HV;,b%HLz sont bornées indépendamment du maillage alors

- Vne [0,N+1], [Vam]|% et ||[V4b]||% sont bornées

N N
. ZAt”Vhs,’,'+1 ||i2 et ZAtHth,’f’1 Hiz sont bornées
n=0 n=0
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contrdle de ||Vsp' ||i2

IKI(Sgt' —sg)—At Y, rK,LD,'}fL‘ (sf —sgt)

LEN(K)
+At Y ok v,'}j[‘ F(SEtt, st ,8;11
LEN(K)

= |K|Ath (S M GRH)
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contrdle de ||Vsp' ||L2

Z |K‘(Sn+1 SK)Sn+1 —At Z Z Tx LD[Q—'_J (Sn+1 S;+1)S’Q+1
KeT, KeThLeN(K)
KeTpLeN(K)
Ke'l?,
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contrdle de ||Vsp' ||L2

D"A’ Vst |2 < CAL+ C/AL|[Vpm ™ |,

2 (st 1 ~ splz:) +=2
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Z lok L |Uk.L-Mk.L
eN(K)

1
divpuplx = divgup = |K’
L

Contrle de ||Vympt HL2

|KI(Mg" = MR)=|K| At (B M)
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Z lok L |Uk.L-Mk.L
eN(K)

1
divpuplx = divgup = |K’
L

Contrle de ||Vympt HL2

— ): |K|(MET! — M) divk Vpm]
KeTy
=— ) |K|At (BT, M) divy Vpmp
KeT,
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Z lok L |Uk.L-Mk.L
eN(K)

1
divpuplx = divgup = |K’
L

Contrle de ||Vympt HL2

1
(||thh+1||L2 ||thh||L2) Y |K|At (B MEF ) divi VamH
KeT,
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

divauslk = divk up = Y lokilUke-mke

eN(K)

Contrle de ||Vympt Hé

1
2

K],

(Vmmi e = IVamRIE ) <CAt [V ™|+ € At [ V|
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contréle de ||Vnbpt Hiz

KI(BK"" — BR)=IK|At p(SgH, B M, Gi™)

Alexandre Uzureau (LMJL) Un schéma numérique de croissance osseuse Journées du GDR Calcul 21/30



Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contréle de ||Vnbpt Hiz

— Y IKI(BRH — BR)divk Vib) !
KeTh

=— Y |K|At i(Sg, B M, G ) divie Vbt
KeTy,
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contréle de ||Vnbpt Hiz

1
5 (Va0 152 = VbRl ) < CA||Vamy 7, + C'A|Vaby |7
DgAt

1Vhg5 ™Iz
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Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contréle de ||Vrgp ™ Hiz

KI(GR™ = Gi)— At ), twuDg (G = Gk'") = |K|Atha(Bg™, G'™)
LEN(K)

Alexandre Uzureau (LMJL) Un schéma numérique de croissance osseuse Journées du GDR Calcul 22/30



Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contréle de ||Vrgp ™ Hiz

YIKI(GRT —GR)GT =AY, Y Dy (G -G Gi
KeTp, KeTLeN(K)
= Y IKlAm (B, GGy
KEeT,
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L Unschémanumériquo |
Preuve du théoreme 2 (Estimations d’énergie)

Contrdle de Hthh+1 HL2

D, At
2 (lag* I ~ gp)z) + 22

Vhgh ™l < A

Conclusion : Lemme de Gronwall discret
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Un schéma numérique

Convergence vers la solution faible

Théoréme 3

Il existe une famille de solutions (up)x qui converge presque partout vers une
solution faible du modele

Preuve du théoreme 3

Translations en temps et en espace
Résultats de compacité

Vh,, — v fortement dans L2(Q)
Vh,Shy — Vs faiblement dans [L2(Q)]¢
Vh,,Gh, — Vg faiblement dans [L2(Q)]¢

Multiplication du schéma par une fonction ¢ € C*([0, T] x Q)

Eymard, R., Gallouét, T., et Herbin, R. : Finite volume methods, Handbook of
numerical analysis, Vol. VII, North-Holland, 713-1020, 2000
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Code

* Schéma semi-implicite
+ Maillage structuré (non structuré en cours)

- 3D
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Fracture osseuse

Conditions initiales :
Des cellules souches venant du périoste (rouge)

Los (noir) plus de la matrice osseuse en faible
quantité dans la zone fracturée

Du facteur de croissance délivré durant une journée le
long de I'os
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Fracture osseuse
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Fracture osseuse
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Des simulations numériques

Bioréacteur

Conditions initiales :
* Des billes de matrice synthétique (noir)

* Des cellules souches (rouge) autour des billes

* Du facteur de croissance dans tout le milieu de culture
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Bioréacteur

Alexandre Uzureau

0.500

0975

0,650

0,325

schema numerique de croissance osseuse



Bioréacteur

0.500

Alexandre Uzureau schéma numérique de croissance osseuse



Perspectives

¢ Modification du modéle existant
@ Compréhension de la croissance tissulaire dans un bioréacteur
@ Validation de la modélisation

@ Création d’os ex vivo
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Merci pour votre attention
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