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Estimateur a posteriori...

Problème modèle : Ω ⊂ R
d, A(u) = f .

Formulation variationnelle continue :

Trouver u ∈ V tel que a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ V .

Formulation variationnelle discrète : Vh ⊂ V

Trouver uh ∈ Vh tel que a(uh, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh.

Question :
On définit eh = u − uh. Peut-on trouver η(uh) tel que :

Fiabilité: ||eh||Ω . η(uh) ? Efficacité: ηT (uh) . ||eh||ωT
?
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Description du modèle

Modèle général





rot E = −
∂B

∂t
,

rot H =
∂D

∂t
+ J ⇒ rot H = J (App. quasistatique)

rot H = Js + Je

Lois de comportement





B = µH,

Je = σE.
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Description du domaine

B .n = 0 sur Γ,
Je .n = 0 sur Γc.
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Plusieurs formulations possibles...

Dans Ωc : Formulation en champs

• En champ E : rot
1

µ
rot E + σ

∂E

∂t
= 0.

• En champ H : rot
1

σ
rot H + µ

∂H

∂t
= 0.

Dans Ω tout entier : Formulations potentielles

{
divB = 0
B .n = 0 sur Γ

⇒

{
B = rot A

A × n = 0 sur Γ

+ Jauge : divA = 0.

rot(E +
∂A

∂t
) = 0 ⇒ E = −

∂A

∂t
−∇ϕ dans Ωc.

+ Jauge : ϕ de moyenne nulle sur Ωc.
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Formulation A − ϕ :

Problème aux limites





rot

(
1

µ
rot A

)
+ σ

(∂A

∂t
+ ∇ϕ

)
= Js dans Ω,

div

(
σ
(∂A

∂t
+ ∇ϕ

))
= 0 dans Ωc,

A × n = 0 sur Γ,

ϕ de moyenne nulle sur Ωc.

On considère alors la formulation harmonique : A = Ã(x) ejωt.
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Formulation A − ϕ :

Formulation variationnelle
Trouver (A, ϕ) ∈ V tels que pour tout (A′, ϕ′) ∈ V :

∫

Ω

1

µ
rot A · rot A

′ +

∫

Ωc

σ(jωA + ∇ϕ)A′ =

∫

Ω

Js · A
′ dans Ω,

∫

Ωc

σ(jωA + ∇ϕ) · ∇ϕ′ = 0 dans Ωc,

Formulation variationnelle équivalente
Trouver (A, ϕ) ∈ V solution de

a
(
(A, ϕ), (A′

, ϕ
′)

)
= l

(
(A′

, ϕ
′)

)
, ∀(A′

, ϕ
′) ∈ V, avec

a
(
(A, ϕ), (A′

, ϕ
′)

)
=

∫

Ω

1

µ
rot A · rot A

′

−

∫

Ωc

jσ

ω
(jωA + ∇ϕ)(jωA

′ + ∇ϕ′),

l
(
(A′

, ϕ
′)

)
=

∫

Ω

Js · A
′.
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Formulation A − ϕ :

V = X0(Ω) × H̃1(Ωc) et :

X(Ω) =
{
A ∈ L2(Ω) ; rot A ∈ L2(Ω) et A × n = 0 sur Γ

}
,

X0(Ω) =
{
A ∈ X(Ω) ; (A,∇ξ) = 0 ∀ξ ∈ H1

0 (Ω)
}

,

H̃1(Ωc) =
{

ϕ ∈ H1(Ωc) ;

∫

Ωc

ϕ = 0
}

.

Normes naturelles

‖A‖2
X(Ω) = ‖A‖2 + ‖rot A‖2, ‖(A, ϕ)‖2

V = ||A||2X(Ω) + |ϕ|21,Ωc
.
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Formulation discrète

Formulation variationnelle
Trouver (Ah, ϕh) ∈ Vh solution de :

a
(
(Ah, ϕh), (A′

h, ϕ′
h)

)
= l

(
(A′

h, ϕ′
h)

)
,∀(A′

h, ϕ′
h) ∈ Vh,

avec Vh = X0
h × Θ̃h et :

Xh =
{
Ah ∈ X(Ω);Ah|T ∈ ND1(T ), ∀ T ∈ Th

}
,

ND1(T ) =

{
Ah :

T −→ C
3

x −→ a + b × x
, a,b ∈ C

3

}
,

Θ0
h =

{
ξh ∈ H1

0 (Ω); ξh|T ∈ P1(T ) ∀ T ∈ Th

}
,

X0
h =

{
Ah ∈ Xh; (Ah,∇ξh) = 0 ∀ ξh ∈ Θ0

h

}
,

Θ̃h =
{

ϕh ∈ H̃1(Ωc); ϕh|T ∈ P1(T ) ∀ T ∈ Th

}
.
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Deux petits lemmes

Cas continu...
Soit (A, ϕ) ∈ V la solution du problème continu. Alors pour tout

(A′, ϕ′) ∈ X(Ω) × H̃1(Ωc), on a :

a
(
(A, ϕ), (A′, ϕ′)

)
= l

(
(A′, ϕ′)

)
.

Preuve

1 A
′ = Ψ + ∇τ avec Ψ ∈ X0(Ω) and τ ∈ H1

0 (Ω),

2 div Js = 0.

Cas discret...
Soit (Ah, ϕh) ∈ Vh la solution du problème discret. Alors pour tout
(A′

h, ϕ′
h) ∈ Xh × Θ̃h, on a :

a
(
(Ah, ϕh), (A′

h, ϕ′
h)

)
= l

(
(A′

h, ϕ′
h)

)
.
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Conséquence directe

Relation d’orthogonalité :

Pour tout (A′
h, ϕ′

h) ∈ Xh × Θ̃h, on a :

a
(
(eA, eϕ), (A′

h, ϕ′
h)

)
= 0,

avec : {
eA = A − Ah ∈ X(Ω),

eϕ = ϕ − ϕh ∈ H̃1(Ωc).

La question...

• Majoration globale ?

(∫

Ω

1

µ
| rot eA |2 +

∫

Ωc

σ

ω
| jωeA + ∇eϕ |2

)1/2

. η ?

• Minoration locale disponible ?
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3 Définition de l’estimateur

4 Fiabilité
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Définition de l’estimateur

Estimateur local sur un tétraèdre T

η2
T = η2

T ;1 + η2
T ;2 + η2

T ;3 +
∑

F⊂∂T

(η2
F ;1 + η2

F ;2), avec :

ηT ;1 = hT

∥∥∥πhJs − rot
( 1

µ
rot Ah

)
− σ(jωAh + ∇ϕh)

∥∥∥
T
,

ηT ;2 = hT

∥∥∥Js − πhJs

∥∥∥
T
,

ηT ;3 = hT

∥∥∥div (σ(jωAh + ∇ϕh))
∥∥∥

T
,

ηF ;1 = h
1/2

F

∥∥∥
[
n ×

1

µ
rot Ah

]
F

∥∥∥
F
,

ηF ;2 = h
1/2

F

∥∥∥
[
σ(jωAh + ∇ϕh) · n

]
F

∥∥∥
F
.
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Fiabilité

Estimateur global

η2 =
∑

T∈T

η2
T .

Borne supérieure

(∫

Ω

1

µ
| rot eA |2 +

∫

Ωc

σ

ω
| jωeA + ∇eϕ |2

)1/2

. Cup η,

avec :

Cup = max
{

max
T∈Ω

µT
1/2,

1

ω1/2
max
T∈Ωc

{ 1

σ
1/2
T

}}
.
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Décomposition de Helmholtz (1/3)

Extension de eϕ dans Ω

eϕ = ϕ − ϕh ∈ H̃1(Ωc).

e
(e)
ϕ est défini dans H1(Ωe) par :





∆e
(e)
ϕ = 0 dans Ωe,

e
(e)
ϕ |Γc

= eϕ|Γc

,

e
(e)
ϕ |Γ

= 0,

et ẽϕ ∈ H1
0 (Ω) par :

ẽϕ =

{
eϕ dans Ωc,

e
(e)
ϕ dans Ωe.
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Décomposition de Helmholtz (2/3)

Décomposition de l’erreur...

On a :
jωeA + ∇ẽϕ = ∇ϕ̂ + e⊥,

avec ϕ̂ ∈ H1
0 (Ω), e⊥ ∈ X0(Ω), et:

|ϕ̂|1,Ωc
. ‖jωeA + ∇eϕ‖Ωc

,

‖e⊥‖X(Ω) . ‖jωeA + ∇eϕ‖Ωc
+ ω‖rot eA‖.

21 / 34



Décomposition de Helmholtz (3/3)

Décomposition de l’erreur (suite)...

De plus :
e⊥ = ∇Φ + w,

où Φ ∈ H1
0 (Ω), wc = w|Ωc

∈ H1(Ωc)
3, we = w|Ωe

∈ H1(Ωe)
3, et :

|Φ|1 . ‖e⊥‖X(Ω),
(
||wc||

2
1,Ωc

+ ||we||
2
1,Ωe

)1/2
. ‖e⊥‖X(Ω).
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Efficacité

Borne inférieure
On a :

ηT . CT,down

(∥∥∥
√

1

µ
rot eA

∥∥∥
ωT

+
∥∥∥σ1/2

ω1/2
(jωeA + ∇eϕ)

∥∥∥
ωT

)1/2

+ h.o.t. ,

avec
CT,down = max

T̄ ′∩T̄ 6=∅
max

{
µ
−1/2

T ′ , ω1/2hT ′σ
1/2

T ′

}
.

Outils
Fonctions bulles et inégalités inverses
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Cas test analytique

f(x, y, z) =

{
(x2 − 1)4(y2 − 1)4(z2 − 1)4 dans ΩJ = [−1, 1]3,
0 dans Ω\ΩJ ,

A = rot




f
0
0


 ,

ϕ ≡ 0.
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Cas test analytique

Erreur(∫

Ω

1

µ
| rot eA |2 +

∫

Ωc

σ

ω
| jωeA + ∇eϕ |2

)1/2
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Cas test analytique: Carte d’erreur

0.00892050

0.000163227

2.98672e-06

5.46509e-08

1.00000e-09

  0, -

(a) Erreur

0.0641262

0.000296677

1.37257e-06

6.35012e-09

2.93786e-11

  0, -

(b) Estimateur
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Benchmark Team Worshop 7

• Fréquence f = 0.1 Hz

• µplaque = 50µ0

• Magnétodynamique A − ϕ

• Magnétostatique A :





rot

(
1

µ
rot A

)
= Js dans Ω,

A × n = 0 sur Γ.
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Benchmark Team Worshop 7

Comparaison statique/dynamique basse fréquence

28.2510

21.1901

14.1292

7.06826

0.00734849

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(c) A − ϕ

0.0316694

0.0237529

0.0158363

0.00791979

3.25795e-06

ESTIMATEUR_REAL 0, -

(d) A
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Benchmark Team Worshop 7

Epaisseur de peau

δ =

√
2

ωµσ

Paramètres

cas test 1 2 3 4 5 6

µ/µ0 1 1 1 50 50 50

f(Hz) 2 20 200 2 20 200

δ(m) 0.059 0.019 0.006 0.0085 0.0027 0.0008

δ/0.0019(%) 315.26 100.00 31.58 44.74 14.21 4.21
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27.8032

20.8530

13.9028

6.95258

0.00236836

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(a) µ = 1,f = 2

130.829

98.1331

65.4372

32.7413

0.0453959

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(b) µ = 1,f = 20

365.220

273.953

182.687

91.4204

0.153879

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(c) µ = 1,f = 200

28.0790

21.0693

14.0597

7.05004

0.0403840

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(d) µ = 50,f = 2

217.607

163.293

108.979

54.6646

0.350478

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(e) µ = 50,f = 20

1449.29

1086.98

724.660

362.346

0.0309037

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

(f) µ = 50,f = 200
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µ = 50, f = 2/20/200Hz

28.0790

21.0693

14.0597

7.05004

0.0403840

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

217.607

163.293

108.979

54.6646

0.350478

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

1449.29

1086.98

724.660

362.346

0.0309037

ESTIMATEUR_DYNAMIQUE_REAL 0, -

épaisseur de l’effet
de peau

Plaque 19

f=2 8.5

f=20 2.7

f=200 0.8
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Merci pour votre attention !
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