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Introduction
On présente un modèle de croissance avasculaire de tumeurs qui
sera complexifié progressivement.

I On parle de croissance avasculaire lorsque la tumeur n’est pas
encore vascularisée : c’est la première étape dans le
développement d’un cancer.

I La différence importante entre les cellules saines et les cellules
cancéreuses est la survie en environnement difficile
(hypoxie,. . . ) voire l’absence de mort cellulaire (apostose)
pour certaines cellules cancéreuses.

Plusieurs échelles interviennent :

I Au niveau génétique (interprétation des signaux. . . ).

I Au niveau cellulaire (cycle cellulaire. . . )

I Au niveau du tissu (effets mécaniques. . . )

I Au niveau d’un organe voire de l’organisme en entier
(métastases, système immunitaire. . . ).

Olivier Saut Congrès SMAI 2007



Description du modèle
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Dispositif expérimental

Nous sommes intéressé par le dispositif expérimental suivant. La
matrice extra-cellulaire est représenté par une membrane élastique
entourant la tumeur.

Tumor

O2

O2

O2

O2

Computational domain

Extra-cellular matrix

Fig. 1. Experimental setup considered in this paper.

2.1 Cellular description

We will describe tissue by a fluid model in which the different cellular species
will be described by their densities.

Two different cell densities will be considered. The proliferating one where
cells divide and leads to the tumor growth. According to our hypothesis, if
the environmental conditions are unfavorable, cells turns to a quiescent state,
in which cellular division no longer occurs. We considered that a cell can stay
in a quiescent state forever. However, if the environment changes to be favor-
able again, cells can turn back into the proliferating state. The environmental
conditions are checked at one point in the cell cycle: the restriction point [10].

The mathematical description is done through an age-structured model of the
cell cycle. Cells evolve with respect to time t and to age a. We use a simplified
model with two proliferating phases (whose densities are denoted by P1 and
P2) and one quiescent phase (denoted by Q). Note that the variables P1 and
P2 depend on time, space and age (t, x, y, z, a) while Q only depends on time
and space (t, x, y, z) (since we assume that cells do not evolve in age in the
quiescent phase). The cycle is summarized in Figure 2. The durations of the
phases P1 and P2 are denoted by amax,P1 and amax,P2 respectively. They can be
somehow estimated from the literature [11,12].

2.2 Environmental conditions

In the model, two factors regulates cell cycle transitions. The first one is
related to the total cell density. If this density is above a particular threshold,
we consider that proliferating cells become quiescent. The second one is the
oxygen concentration. As before, if this concentration is below a particular
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Cycle cellulaire

I La division cellulaire (mitose) n’est pas un processus
instantané. On appelle cycle cellulaire, l’ensemble des étapes
qu’une cellule doit subir avant de se diviser effectivement. Le
parcours de ce cycle est contrôlé par divers facteurs extérieurs
et protéines.

I Dans le cas d’un environnement défavorable (manque
d’oxygène), le processus de division peut être stoppé. La
cellule entre alors dans un état quiescent qui peut, s’il est
prolongé, aboutir à la mort cellulaire (apoptose).

I Lors de la phase de croissance avasculaire, la taille de la
tumeur crôıt de façon exponentielle au début puis atteint un
plateau. La majorité des cellules sont alors dans une phase
quiescente.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Pour simplifier, nous allons considérer que les cellules cancéreuses
peuvent être dans 3 phases différentes. Elles parcourent le cycle
suivant avec la variable a :

Fig. 2. Principle of the simplified cell cycle considered in this paper. The transition
between phases P1 and P2 is controlled by the boolean function f at the restriction
point.

Proliferating phases

P1

P2

a

Mitosis

f
Q

Quiescent phase

threshold, we consider that proliferating cells become quiescent. Therefore, at
each point of the computational domain, we compute the number of cell and
the quantity of oxygen that is available.

In order to describe these tests quantitatively we introduce the following
boolean function

f(t, x, y, z) =






1 if
∫ amax,P1
0 P1(t, x, y, z, a)da + 2

∫ amax,P2
0 P2(t, x, y, z, a)da

+Q(t, x, y, z) < τo and C(t, x, y, z) > τh,

0 otherwise,

(1)
where τo is the cancer overpopulation threshold, τh the hypoxia threshold.
Here C(t, x, y, z) denotes the concentration of oxygen at point (x, y, z) (see
the equation (7) below). The factor 2 before the population of phase P2 comes
from the fact that the cells present in the second part of the cycle will divide
and therefore contribute to the increase of volume.

The evolution of the population of cells in the cycle is described by






∂tP1 +∂aP1 +∇ · (vP1 P1) = 0,

∂tP2 +∂aP2 +∇ · (vP2 P2) = 0,

∂tQ +∇ · (vQ Q) = (1− f)P1(a = amax,P1)−
[

d
dtf

]+
Q(t−),

(2)

where vP1 , vP2 , vQ are the velocities of the three phases P1, P2 and Q re-

spectively, which we shall determine later on. We have denoted by
[

d
dtf

]+
the

positive part of
[

d
dtf

]
. According to the third equation of (2), if the environ-

ment is not favorable, i.e. f = 0, cells in the phase P1 become quiescent and
appear as a source term in the equation driving the evolution of the phase Q.
If the environment is appropriate, i.e. f = 1), these cells enter the phase P2. If
the environment has just turned to be favorable, the quiescent cells reenter a

5

On a

I Deux phases proliférantes P1 et P2 (les cellules se divisent).
I Une phase quiescente Q (les cellules hibernent).

Il n’y a pas de vieillissement dans la phase Q.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Le passage des phases de prolifération à la phase quiescente est
contrôlé par une fonction booléenne f dépendant de facteurs
environnementaux.

Fonction d’environnement

La fonction f d’environnement que nous utilisons est calculée par

f (t, x , y , z) =


1 si

∫∞
0 (P1(a) + P2(a)) da + Q < τo

et C > τh,
0 sinon,

où τo est le seuil de surpopulation, C la concentration d’oxygène et
τh le seuil d’hypoxie.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Cellules tumorales
On considère les phases cancéreuses comme autant d’espèces d’un
fluide commun.

I Les cellules cancéreuses sont décrites par leur densité dans
chacune des phases P1, P2 et Q.

I Elles sont transportées à la vitesse v du fluide (due à
l’augmentation de volume).

I Elles vieillissent en parcourant le cycle cellulaire.

Évolution des cellules cancéreuses

Les trois phases évoluent par

∂tP1 + ∂aP1 +∇ · (v P1) = 0,
∂tP2 + ∂aP2 +∇ · (v P2) = 0,

∂tQ +∇ · (v Q) = (1− f )P1(a = amax,P1)

−
[

d
dt f

]+
Q(t−),

où v est la vitesse du fluide.
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l’augmentation de volume).

I Elles vieillissent en parcourant le cycle cellulaire.
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∂tP1 + ∂aP1 +∇ · (v P1) = 0,
∂tP2 + ∂aP2 +∇ · (v P2) = 0,

∂tQ +∇ · (v Q) = (1− f )P1(a = amax,P1)

−
[

d
dt f

]+
Q(t−),
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Le cycle cellulaire se traduit en termes de conditions aux limites
pour les équations d’évolution.

Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont : P1(a = 0) = 2P2(a = amax,P2),

P2(a = 0) = f P1(a = amax,P1) +
[

d
dt f

]+
Q(t−).
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Expansion

Notons M la densité de tissus sains vérifiant

∂tM +∇ · (vM) = 0.

On veut que
M + P1 + P2 + Q = 1.

En sommant les quatre équations d’évolution sur M, P1, P2 et Q,
en intégrant sur l’âge a puis en utilisant les conditions aux limites,
on obtient la divergence de la vitesse.

Divergence de la vitesse

∇ · v = P2(amax,P2).
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Dynamique

Pour avoir un modèle extensible en 3D et rendre compte de
l’influence d’une membrane, on va calculer (v,P) à l’aide d’une
équation de Stokes.
On considère donc que les cellules cancéreuses ont un mouvement
de type fluide.

Évolution des variables hydrodynamiques


−∇ · (νD(v)) +∇

(
P + 2

3ν tr [D(v)]
)

= F,

∇ · v = P2(amax),
+ conditions aux limites,

où D(v)ij = (∂jvi + ∂ivj) est le tenseur de contraintes, ν est la
viscosité que l’on va faire dépendre de la densité tumorale et F la
force élastique, nulle en l’absence de membrane.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Oxygène

I L’oxygène est décrit par sa concentration notée C .

I Il subit l’effet de la diffusion et est consommé par les cellules
cancéreuses.

I On considère que la concentration est fixée en certaines
parties du domaine (vaisseaux. . . ).

Évolution des nutriments


−∇ · (D ∇C ) = −(αN − αS)(P1 + P2)− αSC sur Ω \ O,
C = C0 sur ∂Ω,
C = Cmax sur O.

La condition C = Cmax est assurée par une méthode de
pénalisation.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Membrane

Pour tenir compte de la présence d’une membrane entourant la
tumeur, il faut décrire :

I la dégradation de cette membrane par les cellules cancéreuses,

I le transport de cette membrane par le fluide,

I la force élastique exercée par la membrane sur le fluide (et
donc sur la tumeur).

À l’échelle de la tumeur, nous allons considérer que la membrane
est d’épaisseur nulle.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

On va repérer la membrane comme le niveau 0 d’une fonction
level-set φ : la membrane est représentée par Γt = {x;φ(t, x) = 0}.
Généralement, on définit φ(0, x) = d(x, Γ0) (distance signée).

Évolution de la fonction φ

La fonction level-set est transportée :

∂tφ + v · ∇φ = 0.

On va définir une variable η (0 ≤ η ≤ 1) qui représente le taux de
dégradation de la membrane.

Dégradation de la membrane

{
∂tη + v · ∇η = −β(MMP),
∂tMMP−∆MMP = −cMMP × η+ × (P1 + P2)

Olivier Saut Congrès SMAI 2007



Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique
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On va définir une variable η (0 ≤ η ≤ 1) qui représente le taux de
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Actions des inhibiteurs de MMP

Avec ce modèle, on peut déjà évaluer l’action des inhibiteurs de
MMP (MMPi) sur la croissance tumorale. Les buts de ces
inhibiteurs est d’augmenter la proportion de cellules quiescentes en
ralentissant la dégradation membranaire.

Efficacité du traitement

Fig. 7. Sensitivity of the absolute effect (AE) to variation of the overpopulation
threshold (Tht).

We plot in Fig. 8 the proportion of quiescent cells over time with and with-
out MMPi for three different overpopulation threshold values (1000,4000, and
8000). For the first two values of the threshold (1000 and 4000) the absolute
benefit is positive (see Fig. 7) while it is negative for the third value (8000).
Indeed, for Tht = 8000, the transition to quiescence under MMPi treatment
occurs later than when no MMPi treatment is applied. The negative absolute
effect results essentially from this delay.

We show in Fig. 9 the spatial configuration of quiescent and proliferative cells
without MMPi (top) and with MMPi (bottom) at three different points in
time (from left to right). The differences in the progression of cellular spatial
configurations with and without MMPi can explain the delay observed in the
appearance of quiescent cells when MMPi is applied. When simulating tumor
growth under MMPi treatment (bottom), tumor cells tend to extend uniformly
within the computational domain, generating a homogeneous spheroid-like
shape. On the contrary, in the absence of treatment, membrane degradation
occurs and cells tend to be engulfed in the area in which the membrane has
been degraded. Cells at the center and the top of the initial tumor mass will
be drawn towards the hole in the membrane and will not expand uniformly as
before. In this case, the central part of the tumor mass will become quiescent
more quickly than when membrane degradation is prevented.
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Densité tumorale

Fig. 9. Spatial configuration of proliferative cells (white), and quiescent cells (red,
composing the inner part of the mass) at time t = 40, 128, and 300. From left to
right. Top: Without metalloproteinase inhibitors (MMPi). Bottom: With metal-
loproteinase inhibitors treatment. At time t = 128, quiescent cells have appeared in
the case of no MMPi treatment, while at the same time, all cells are proliferative
in the case of MMPi treatment.

However, as shown, the results obtained are sensitive to the spatial configura-
tion of tumor cells: variation of the initial configuration may lead to different
results.

Nevertheless, the presented results are compatible with the recent conclusions
raised by the retrospective analysis of clinical trials. Advanced cancers are
usually characterized by several mutations which confer on cells a prolifer-
ating advantage by diminishing their sensitivity to anti-growth signals. The
simulation results emphasize the negative effect of cells’ loss of sensitivity
to anti-growth signals on the efficacy of MMPi treatment. This may explain
the disappointing results obtained during clinical development, when MMPi
treatment was given only to advanced stage cancer patients.

From a technical point of view, the results should be confirmed using a three-
dimensional tumor growth model which could reveal additional factors in the
dynamics. We did not consider cell shape, which has been shown to be impor-
tant in the description of growth control process (7). To be more realistic, the
present model in its 3D version should be coupled with an angiogenic model
to allow simulation of MMPi treatment action on vascular tumor growth.

In conclusion, these results should be taken as theoretical and qualitative.
Nonetheless, they highlight, as has been suggested for other therapeutic strate-
gies (see in particular (17)), the need to consider multiscale regulation of tumor
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Ces traitements ne sont efficaces que sur des tumeurs ”jeunes”
encore sensibles aux signaux d’anti-croissance.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

I La variable η n’est définie que sur la membrane i.e. on
Γt = {x;φ(t, x) = 0}.

La force élastique est calculée à partir de la fonction level-set φ en
adaptant une idée de [Cottet-Maitre M3AS ’05] et en utilisant le
jacobien J pour tenir compte de la compressibilité.
Le jacobien évolue par

∂tJ + v · ∇J = (∇ · v) J.

L’énergie élastique élémentaire est donnée par une loi de Hooke à
partir de l’étirement T

E (T ) = T0(T − 1).
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Finalement, on obtient l’expression suivante pour la force
intervenant au second membre de l’équation de Stokes.

Expression de la force F

F(t, x) = −T0

ε
η+κφζ(

φ

ε
)∇φ +

1

ε
(E (J|∇φ|) + T0)ζ(

φ

ε
)J−1∇η+,

où κ repésente la courbure de l’interface and 1
ε ζ(φ

ε ) une
approximation lisse de la masse de Dirac sur Γt .

Le premier terme, très classique, est dirigé le long des normales. Le
deuxième tient compte de la dégradation et est dirigée dans la
direction de la membrane.
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Description du modèle Cellules cancéreuses Oxygène Membrane élastique

Considérations numériques

I À chaque itération, on souhaite avoir |∇φ| = 1. Comme φ
vérifie une équation de transport, ce n’est pas nécessairement
le cas. Pour cela nous résolvons l’équation suivante sur φ :

∂τφ + sgn(φ0) (|∇φ| − 1) = 0,

la fonction φ est réinitialisée à chaque itération avec une
approximation de la solution stationnaire de l’équation
précédente.

I Pour s’assurer que la variable η est conservée le long des
normales, on résout :

∂τη + sgn(φ)
∇φ

|∇φ|
· ∇η = 0.
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Encore du numérique. . .

I Pour être consistant (par exemple calcul de la courbure), il
faut des schémas d’ordre élevé → on utilise un schéma WENO
5 pour les équations de transport.

I Pour assurer la conservation de la divergence de la vitesse, on
utilise une méthode de Lagrangien Augmenté.

I Pour réduire le temps de calcul, on utilise une méthode de
sub-cycling pour résoudre chaque équation à son échelle de
temps caractéristique.
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Deuxième partie II

Expériences numériques
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Influence du micro-environnement

Densité proliférante
Hypoxie Surpopulation
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Influence d’une membrane élastique

T0 = 0 T0 > 0
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Influence de la géométrie

Jaune = cellules proliférantes
Cyan = cellules quiescentes
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Conclusion

Conclusion

On a développé un modèle évolutif qui rend bien compte de la
croissance tumorale.

I Complexification du modèle
I Apoptose, nécrose.
I Régulation génétique.
I Ajout d’autres facteurs extérieurs (acidité du milieu).
I Modélisation visco-plastique du mouvement.
I Angiogénèse.
I . . .

I Validation du modèle
I Données expérimentales.
I Modèles animaux et cliniques.

I Couplage avec des modules thérapeutiques (radiothérapie. . . )
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