Méthodes FETI
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recouvrement, approche continue

Méthode de résolution par sous-domaines, approche discrete
Méthode du complément de Schur

Mise en ceuvre en paralléle

Méthode FETI

Traitement des singularités locales : projection « modes rigides »
Préconditionneur local optimal et « lumped »

Méthodes de resolution par sous-domaines avec des maillages non
coincidents, éléments joints

FETI-2 : préconditionneur « grille grossiéere » par projection
FETI-DP

FETI pour des problemes mixtes

FETI-H




Principe des méthodes de résolution
domaines B

* Découpage du maillage en sous-domaines :
partition par éléments

* Résolution itérative globale

* Accélération par résolution exacte dans les
sous-structures

= solution d’'un probleme condensé aux
interfaces

- Méthodes mixtes directes-itératives
= robustes, colts de factorisation réduits
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Mise en ceuvre en parallele

* Parallélisation facile par allocation d’un EJZ
sous-domaine a un processeur /\_
* Gestion des itérations par échanges de
données aux interfaces

* Mise en ceuvre dans des codes 1_‘ .
séquentiels existants E j3

- Parallélisation de toutes les phases de
calcul élémentaires

/~/1_‘ij?

description des interfaces
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= frontieres avec C.L. variables

O MERMA




Méthodes de décomposition de domaines

recouvrement, approche continue

* Probleme global
[(divo+ f =0 dans Q

EU = A(€) dans Q
H+ conditions aux limites sur 0Q I3

* Problemes locaux

[divo,+ f, =0 dans Q,
EUl = A(g,) dans Q,
H+ conditions aux limites sur 0Q, N0Q (U, =u, surl,

Hivo,+ f, =0 dans Q, ro.n, +o,n, =0 surl,
EUZ = A(g,) dans Q,

H+ conditions aux limites sur 0Q, N0Q

- Conditions de raccord :
admissibilité et équilibre
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15 novembre 2011

rigidite

* Graphe de la matrice,

graphe du maillage

* Séparateur

* Structure de la matrice
par blocs

O MERMA




- Découpage du systeme en deux systemes locaux

Rt R e B B
1 ’ 1 ) 1 ’ ’
31 KéB) (3 ) (3 ) 32 Kég) (32) (32)

......

e b(l) + b(2) — b3

O MERMA




* Equations internes dans chaque .

sous-domaine

(1) —
K11 X1 +K13 X3 _b1

(2) —
Kzz Xy +K23 X3 _bz

* Condition d’admissibilité cinématique sur 'interface

D — L(2) =
X3 — X3 (_X3)

* Condition d’équilibre a l'interface
K31 X1 +K32 X5 +K33 X3 = b3

1) @ (2) L(2) — 1L,(1) (2)
K, x,+K3j x;° +K,, x, + K33’ x;7 = by +b;

15 novembre 2011
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Condensation locale: méthode du complén

Schur

* Variable d’interface: X3 — X(31) — X(32)

* Détermination des valeurs internes

dans chaque sous-domaine par
résolution des équations locales

K11X1 :b1_K13 X3

Kzz X5 :bz _K23X3

* Condition de raccord = définition du résidu a l'interface

K31 X1+K32 Xy +K33X3 _b3 =

K33 - K31K1_11K13 - K32K2_21K23) X3~ (b3 - K31K1_11b1 - K32K2_21b2




Mise en ceuvre

* Résolution des equations locales par une methode directe (Gauss,

Choleski)
K, x,=b,-K x, K,, x,=b, - K, x,
* Calcul du résidu interface local
gjﬂ K, ;il | %fl ;z _ 0 E
31 K?(,cla) 3 (31) N 3K?(é) - K31K1_11K13) X3~ (b?(,l) - K31K1_11b1)
§22 K23 ;iZI %?2 ;:; O E
32 ng?z,) BRI (32) | i{chs%) _K32K2_21K23) X3~ (b§2) _K32K2_21b2)

* Assemblage du résidu interface global

(K?(é) - K31K1_11K13) X3~ (b?(,l) - K31K1_11b1) + (K?E?z,) - K32K2_21K23) X3~ (b?(,Z) - K32K2_21b2)
3 (K33 - K31K1_11K13 - K32K2_21K23) X3~ (b3 - K31K1_11b1 - K32K2_21b2)
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Mise en ceuvre en parallele et proprietes

s

* Un domaine par processeur

* Résolution des problemes locaux
indépendants dans chaque )
processeur ' ’l

* Echange des résidus interface
entre domaines voisins

* Variables et résidus interface 1 A 2

connus dans les deux domaines 3

* Méthode itérative sur l'interface, directe a l'intérieur

* Probleme mieux conditionné, moins d’itérations que pour une methode
iterative globale

* Seuls les blocs internes des matrices locales sont factorisés, moins
colteux qu’une factorisation globale
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Méthode duale : conditions de raccord ..1'--.*

* Problemes locaux avec des
conditions aux limites de Neumann

ivo,+ f,=0 dans Q, L3
¥ c.]. sur an NoO * Conditions de raccord sur [,
H  on =A,surl, 1, —u, =0

I:p-1n1+0-2n2 :O B
ivo,+ [, =0 dans Q,
1 c.l.sur 0Q, NoQ U, —u, =0
H  o,n,=A,surl, A, +A, =0
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Formulation discréte : systeme algebriqg

* Problemes locaux

| GHRRLE B GBS
" K?(é) (31) (31)_|_/\1 " Kég) (2) (32)_|_/\2

* Conditions de raccord

(D _ ,(2) =
X3 —X5 =0

A +A,=
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* Résidu a l'interface :

Methode FETI

* Variable d’interface : A= /\1 =-A )

* Problemes locaux :

gll K13 E%‘jl %Ej bl
31 K?();) (31) (31) +A

gizz
32
M _ ,(2)
X3 TXj3

K23 XZ b2
k2 B5 -4

O MERMA




Probleme condensé a l'interface

* Problemes locaux

»n Ky X b,
31 Ké? (1) (1) + A 32 Ké? (32) (32) - A

* Condensation a l'interface
1 _ -1 1O —r@® _ -1
( K33 K31 K11 K13 )X3 — b3 K31 K11 b1 +A

SWxP =c’ +A
(2) _ -1 (2) —(2) _ -1 -
(K3 K,, K,,K,; ) x;” = by K,, K,, b, A

5(2)X§2) =c? - )

* Probleme condensé a l'interface

embre 2011

D _,,(2) =
Xy —x53 =0

-1 -1 -1 -1
NOIRNE )A =—§O 70 4 gD
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FETI = Uzawa sur le probleme mixte depil'_

locaux - forces d’interaction

* Problemes locaux gﬁﬂ K, E
M
31 K33

%ZZ K23 E
32 K?E?%)

ool 0 B %H Lod
* Probleme mixte 31 KPE? 11 X(gl) (31)
E 0 »n Ky ;O X7 _ bz
0 . KB B rHme s oy
[] - 10 0 0O []
ﬁ(o -1) (0 I 0 ﬁﬁ ) ﬁ ﬁo ﬁ
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FETI = Uzawa sur le probleme mixte dépil_f‘___

locaux - forces d’interaction

* Condensation a l'interface des problemes locaux
1 1) — (1
S()Xg) —Cg)+A S(z)ng) :C§2)—A

* Condition de raccord a l'interface
_ o (2) —

* Probleme mixte

S IDD<2D=D:
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Problemes condensés a l'interface

- Elimination des déplacements des sous-domaines dans le probléme mixte

global

=1y
%;2 KB(,;)EE [

K23

BBl 0 R

(2)
K33

- Elimination des déplacements des interfaces dans le probléme mixte

condensé

-1 -1 -1 -1
(S(l) +5@ )A =—§O70 4 gD
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Raccords redondants pour les interfaces mi

Lij2
N

lij3
/__/1_1._\

ij4

* Pas de variables interface multiples

Lij1

geense

- Découplage des calculs sur les

différentes interfaces

- Mise en ceuvre identique pour 2 ou n

sous-domaines

O MERMA
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* Résolution par condensation (Uzawa) & . %E: %E
t
0

B‘A™B p=-B'A™'b
B‘A™B p=00 (B'A"'B p,p)=(A"'B p,B p)=0

Si A est inversible, Ker(BA‘B)=Ker(B) et donc Im(B'A'B)=Im(B)

L’algorithme du gradient conjugué converge vers la seule solution du
probleme dans Im(BA'B)

Pas de probleme avec les conditions d’interface redondantes dans FETI

La solution FETI est identique a la solution globale : condition LBB pas
nécessaire
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* Résolution par projection A B

4
iy,

Résolution des problémes mixtes par projée

e

-)

|
S =
(T
(LS
T

(Au+B p,v)=(b,v) Lv
(A u,v)=(b,v) Ov,B'v=0
(A P u,P v)=(b,P v) Ov,P projection dans Ker(B")
P'APu=P'b

Si P est une projection orthogonale, P=P
Calcul de la projection orthogonale dans Ker(B), parallelement a Im(B)

P=I-B (B'B)"'B
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* Initialisation A B

R+

Bu’=c,u’=Bd°/B'BJ° =c t
g°=Au’-b
Pg’ =g’ +B a’/B'Pg° =0 P=I-B (B'B) B
w’ = Pg"’
ptl — . p PyyP —(aP wP
ltération us- =u-+tpw b _ (g~.w")

p+l

gl =g’ +pPAwP P _(Awp.wp)

Calcul du gradient

projeté pPg*™ =g*" +B O’pﬂ/Btngﬂ:O
— p+l p
Wp+1 — ng+1 +ypwp yp — (Pg A %% )
(A w?.wh)
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%ﬂl 1412 E: %11
21 A22 21

- Si A est une matrice singuliére et Aﬂ un bloc inversible de rang maximal

T

0 A, =L,U,
% A,=L U,
0 A, =LyU;
%422 =S,, - LU, U S, =4, _A21Ai_11A12

=A b —ATA,X,
E(Azz A21Al_11Alz)X2 =b, AzlAl_llb =0
- Al_lAl _
N — ; 1 2 ;
@X =A'b+ Na N I B
q Wb=0 o Bl
- I -
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* Probleme de Neumann local singulier

* Mouvements de corps rigides

@,((1) - g* ( ) +A) + NOgW %((32) :S(2)+(Cg2) _A)+N(2)a,(2)
@ N(l) ( gl) +/\) =0 Q N(Z)t(Cg2) _A) =0

* Probleme condensé a l'interface mixte : résolution par projection

}S(” +5@" NO _n®@ %A 1 S(”+c§” + S(Z)+c§2) ]
NO 0 0 Dp®E0 -NY O
ﬂ _N@ 0 0 %,(2)% ? N®' @ E
N(l)tN(l) _ N(l)tN(Z) H
* Couplage des déplacements de corps o1 At~ (o
rigides locaux N&N® N()N()H




Interprétation de la projection

* Gradient = saut des deplacements

— v _ (2)
g _X3 X3

* Projection :
Pg =xV -x? + NV, -Nq,

NY'Pg =0
N®'Pg=0

* Gradient projeté = saut des déplacements corrigés localement par des
déplacements de corps rigides qui minimisent le saut total

Pg =() +N"a,)=(x +N¥a,)

embre 2011
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Préconditionneur global « grille grossiére

* Transmission entre sous-domaines voisins a chaque itération

= interactions entre domaines eloignés prises en compte par diffusions
successives

= nombre d’itérations croissant avec le nombre de sous-domaines

= nécessité d’'un mécanisme de transfert d’'information entre tous les sous-
domaines, préconditionneur global « grille grossiere »

7
* Résolution par projection de FETI 7
Z
rgb cv Y,
+ Ajustement des mouvements de corps
rigides a chaque itération
] : : . : /
= résolution d’un probleme « grossier » L
global /
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* Convergence independante du nombre de sous-domaines




Preconditionneur local optimal

* Opérateur du probleme condense a l'interface pour FETI
F= ( g 5(2)‘1)
* Préeconditionneur local optimal (convergence indépendante de la taille du

maillage) ~
Fz(1gwiyige)
2 2 2 2

* Calcul du gradient préconditionné

K 0

Ky, v, :_K13%g gjﬂ 13%%1%§ _ E
31 K?Ecla) g K:%) - K31K111K13) %g
K22V2 :_KZS%g gizz K23E@;% E

(2)
32 K33
- Deux problemes a résoudre par itération dans chaque sous-domaine

N =

0
%K;ﬁ) - K32K2_21K23) g
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Preconditionneur local « lumped »

Opérateur interface FETI

F= ( g™y 5(2)‘1)

Préconditionneur local optimal

Sl 1ecm1 1 (2)1)
F _(75 2257,

Préconditionneur local « lumped »

277332 27733 2

1’5’—1:( 1K(1) 1+1K(2) 1)

Cout de calcul tres faible, tres efficace pour des nombres de sous-
domaines peu élevés
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Méthodes FETI avec des maillages non

* Formulation faible des conditions de raccord
[J multiplicateur de Lagrange de la condition de continuité

* Choix des espaces de représentation des déplacements et des contraintes
surfaciques ainsi que des fonctions test

* Eléments « joint » :
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u, UV, Tr(u)UTr(V,) on UOW
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- Choix de 'espace joint a partir des traces d’un des deux sous-domaines

o e 05

* Conditions de raccord J'Z(u1 —u,)u=0 Ouldw

on,+o,n,=0

u, UV, Tr(u,)dTr(V,)

o,n, UW

O MERMA
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Discrétisation

* Formulation variationnelle des problemes locaux

o, (u,) Uy, = f1v1+ A v, Ov, 0V,
Q, Q,

I%UZ(UZ) (v, :Lz f, v2+J' A,v, Oy, 0OV,

* Equations algébriques Kl X, = b1 + Btl 51

KZ XZ :b2+Bt2€2

* Conditions de raccord discrétisées

¢ +¢, =0
B x, —B,x, =0

O MERMA
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* Choix de I'espace des multiplicateurs a partir des traces d’'un des deux
sous-domaines

& o 2 o o ® i I I 1 1
* La théorie dit gu’on peut prendre n’importe lequel

* Vrai asymptotiguement, en pratigue mieux vaut prendre le plus fin
* Maillages plus fins ou plus grossiers de maniere non uniforme?




FETI avec des éléments joint

* Variable d’interface = multiplicateur de Lagrange

5251 :_52

* Equations locales

Kl Xl :b1+Bt1£1
KZ XZ :b2+Bt2£2

* Probleme d’interface : sauts nuls au sens faible

B x, —B,x, =0
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Probleme FETI non conforme

Opérateur interface non conforme

F=B K, 'B +B,K, B,

Différence par rapport au cas conforme

BB, #1

L’'opérateur de trace n’est pas booléen, il contient une métrique

Rajout d’'un péconditionneur de type diagonal pour compenser 'effet de non
homogéneité des maillages
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Construction de préconditionneurs « grille:
R

grossiére » par projection

* On veut résoudre le probleme Ax=b
* Choix d’'un sous-espace grossier C

- Amélioration de la solution approchée dans le sous-espace grossier

gp = Ax? = b
* Projection A-orthogonale dans le

supplémentaire A-orthogonal de C,
gr=g"+ACa® parallelement a C

xP=x"+C a?

tN

g” minimald C'g® =0
g’ :[I—C (C'AC )" Ct] g’

- |l faut calculer et factoriser C'A C
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Interprétation comme une méthode de défi

)
A
s
Ly
i

L
e -""

* On veut résoudre le probleme Ax=b par la méthode du gradient conjugué

* Minimisation de (A(x* —x), (x* —x)) dans I'espace de Krylov K* génereé par les
gradients successifs

* x*projection orthogonale de x dans K*

* (A(X* —x), v)=0, pour tout v de K?

* On connait une famille de vecteurs (V4, V4, ..., V?) et leurs produits par A

- Calcul de la projection orthogonale de x dans W, 'espace genére par les
vecteurs (V}, V4, ..., V)

§:Z€ivi X =V§&

g=A(X-x)=AX -b=AVE-b
(AR =x),v')=0 0i = VIAX-x)=0 = VIAVE=V'D
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Interprétation comme une méthode de défl

* On connait une famille de vecteurs (V4, V4, ..., V) et leurs produits par A
* Préconditionnement par optimisation d’une correction construite a l'aide des

vecteurs (V, V, ..., V)
g=A(X-x) / V'g=0
w=g+Vé Aw=Ag+AVé
Aw—-g =0
(Aw-g,v)=0 Oi = V'(Aw—g)=0 = V'AVE =V'(g - Ag)
VIAW=0 = V'AVE =-V'Ag
w=g-V(V'AV)'V'Ag

* Si les vecteurs (V4, V4 ..., V&) sont A-orthonormes

embre 2011
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Mise en ceuvre des méthodes de correctio

grossiere » dans le contexte FETI

- L’évaluation du produit par I'opérateur F est colteux
- Résolution par descente-remontée d’'un probléeme dans chaque sous-domaines, puis

échanges aux interfaces
@11 K13 E Xl %
1) 1)
31 K33 X 3
%ZZ K23 E XZ %
(2) (2)
n Ki X 3

Pour comparer les colts de résolution locale et de remise a jour de vecteurs

sur l'interface, comparer la place mémoire occupée par la matrice factorisée et
la taille d’'un vecteur interface

Le colt de stockage et de modification de vecteurs interface est faible

Utiliser des méthodes de Krylov avec orthogonalisation exacte, CG, GMRES,
ORTHODIR, sans redemarrage

En cas de résolution multiple, réutilisation des vecteurs de descente
précédents comme un espace grossier : approche semi-directe

— v _ (2
g—X3 T X3

LT 1 LT |
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* Choix de « modes » locaux : coins,
constantes par direction, etc...

* Résolution d’'un probleme local dans chaque
sous-domaines pour tous les modes locaux et
tous les modes des sous-domaines voisins

- Assemblagede (C'F C

- Matrice « grossiere » creuse

) -.::: 0
3 )

FETI-2 préconditionneur global avec *5{;._




Initial solution without rigid body motion correction

aubdamain 1
subdomain 2
subdomain 3
subdomain 4

subdomain 7

il T, 1
sy, Subdomain B

Initial soluticn with comer comection

15 novembre 2011

subdomain 1
subdomain 2
subdomain 3
subdomain 4

subdomain 7

W=, subdomain B
= subdomain 8

subdomain 1
subdomain 2
subdomain 3
subdomain 4

=, subdomain 7
, subdomain B

AT A S
P e
Wl T A Yoy
A

Initial solution with both corner and average correction

subdomain 1

subdomain 2
subdomain 4
subdomain 7

e, SWbdomain B
subdomain 9

OMERA

subdomain 3 ——



FETI-2 , problemes numériques

- L'opérateur FETI n’est pas local en général a cause de la projection modes
rigides

* L'espace grossier doit contenir au moins les modes rigides pour pouvoir
appliquer la projection

* Le probleme grossier est compliqué a construire et la matrice associée est
pleine

* Probleme de stabilité numérique : la résolution locale est faite avec une
précision limitée par le conditionnement de la matrice de rigidité, les modes
rigides sont calculés avec la méme imprecision, le probleme projeté
grossier souffre d’accumulations d’erreurs a niveaux multiples
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FETI-DP

Comment se débarasser des modes rigides pour avoir un préconditionneur
grossier dont la matrice C'FC reste creuse?

Ajouter des conditions aux limites Dirichlet dans les sous-domaines

= prendre un petit nombre de degrés de liberté interface primaux dans
chaque sous-domaine (méthode du complément de Schur)

Par exemple les coins pour un probleme de plaques ou de coques

Variables mixtes sur les interfaces
= |a plupart duales (FET]I), forces d’interaction
= quelques-unes primales (complément de Schur), déplacements




FETI-DP

* Inconvénient, le probleme interface est mixte, mauvais conditionnement

= elimination de toutes les variables primales dans le préeconditionneur
grossier global qui est creux

* Pas toujours facile de déterminer les « coins » : conditions Dirichlet locales
minimales, dans le cas de modeles complexes

- Le découpage automatique peut créer des sous-domaines non connexes,
encore plus délicat a détecter lors de connexité faible (mécanisme)

—
—
o
«
[
<t
K]
£
[}
>
s}
c
)
=




15 novembre 2011

FETI pour des problemes mixtes

Problemes mixtes : Stokes, élasticité des matériaux incompressibles...

A B ]
t O Ez
o.n et pn sont des forces p

Prendre g.n et p comme variables d’interface
= conditions aux limites de Neumann pour les deplacements (FETI)
= conditions aux limites de Dirichlet pour les pressions (Schur)

Preconditionneur local : Dirichlet pour les déplacements et Neumann pour les
pressions

Deux projections
= projection modes rigides pour le probleme interface (FETI)

= modes de pression constante dans le préconditionneur (traitement de la
«balanced method» = Schur + préconditionneur Neumann-Neumann)




Découpage arbitraire a I'interface de la mai

globale

* Systeme global
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Pour les équation d’'Helmholtz

-Au-k’u=f

Matrice augmentée identique a
celle du probleme avec conditions
transparentes approchées

a—uiiku =
on

Probleme local bien posé si toutes
les conditions sont rentrantes ou
sortantes

Coloriage des sous-domaines

Melange d’interfaces de type FETI et
FETI-H




Conclusion

* Méthodes tres robustes, plus rapides que les méthodes directes ou
iteratives classiques pour des grands problemes mal conditionnés

* Approche purement algébrique possible

* Interprétation mécanique tres utile pour déterminer les bonnes
approches (espace réduit pour préconditionnement « grille grossiere »)

* Adaptation des méthodes en fonction des problemes traités
* Maillages non coincidents

* Mise en ceuvre en parallele sans difficultés (plus facile a programmer
avec MPI que dans un code multi-domaine)

* Facile a interfacer avec des codes existants
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