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LE PROBLEME DE STOKES AVEC UNE VISCOSITE REGULIERE

» Le probleme

div(—7(Du,p)) =f dans Q,
div(u) =0 dans €,
(S) u=20 sur 0f2,
/ p(z)dz = 0.
Q
avec Du = 1(Vu + *Vu), 7(Du, p) = 2nDu — pld

o f e (L))
o 1 € C%(Q) avec
0<Qn§77(x)§@n, Vo e Q.

» Objectifs

o Ecrire un schéma DDFV bien posé pour (S).

o Démontrer des estimations d’erreur pour ce probléeme.
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APPROCHE DDFV : LES MAILLAGES

L\ e

o

TASY,

Lad ~.
A S i \/. )
maillage 90 4 ¢ maillage M* ~._/ maillage ®
Mailles primales Mailles duales Mailles diamants
(’ny}C)ICESDT (’C*7x)C*)}C*€9ﬂ* ('Dvx‘D)DED
m m* D D
~u = (ux)cem u = (Uic*))c*eim* ~p- = (p”)peo
o
D
~ uT = (uimv umt )7 VL uT

(Hermeline ’00), (Domelevo-Omnés ’05), (Andreianov-Boyer-Hubert ’07)
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GRADIENT DISCRET POUR UN CHAMP DE (R®)"

VR — (Ma(R)® —= e

. { VPuT (zc — zx) = uz — ug,
ou

VPu” (@pr — Ter) = Ups — Uger.

T
Cellule diamant

DT 1 U — Ux = Uep* — Uge* -
Viu' = — RNoe + ————— Q@ Ngxpc* | .
sin(ap) M* mMe

~ DPu” = % (VDu‘r + t(VDuT)> .
~ divPu” = TevPu”.
~ TD(DQuT,pQ) = 2pD"u” — p~1d,

avec 7p = N(zp).
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OPERATEURS DISCRETS

DIVERGENCE DISCRETE div” : (M2(R))® — (R?)”
On s’inspire du continu :

[C dive= Y [ ¢

ocCcok v
. 1 Z =

K € m, le’C§D = mi m,,fp.na;c.

K
ocCOK
o seT 1 N
K= € M UIMm*, dive'e® = - E Mg &7 T g
be o*COK*

FORMULE DE STOKES (Dualité Discrete)

Ve € (Ma(R))?, Yu” € Eo

—/divT(gD)-uT:/gD;vDuT
Q Q

avec Eg = {uT ERT VK€M, uxc =0, V€ IM*, uex =0}

Stella Krell 8/49



LE scHEMA DDFV

Trouver u’ € Eq et p,D € R® tels que,
div:m(_TQ (D’DUT,I)Q)) — fﬂ)’(7
dith* (_7_@ (DDuT,pg)) _ fmt*’

diviu” = 0, Z mpp” =0,
DED

@ On ne sait pas si le probleme est bien posé sur un maillage
général.

o En revanche, on sait qu’il est bien posé sur des maillages constitués de
triangles conformes a angles aigus ou de rectangles non conformes.

(Delcourte, Domelevo, Omneés ’07)
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TERME DE STABILISATION

Que faire ?
» Stabiliser ’équation de 1’équation de bilan de masse
TERME DE STABILISATION A LA BREZZI-PITKARANTA :

1 h2 + h2, ’
ADpi) _ = Z D D (pD _p’D)7

2
s=D|D’€dD e

hp est le diametre du diamant ».

/ Ap= Vp - fien

5= D|D’66D J

~ D, m %ITP(%) ~ > (@) = p(ao)).

s=D|D/€dD s=D|D’€dD

Tp*

Tc
(Eymard-Herbin-Latché ’06)

» Alternative possible (duale) : approcher la pression aux centres et
sommets et la vitesse sur les diamants, puis se ramener a des formulations
en tourbillon, utilisant A = Vdiv — curl curl.

(Delcourte, Domelevo, Omneés ’07)
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OUTILS PRINCIPAUX

INEGALITE DE KORN DISCRETE
Pour tout u” € Eo

div7 ("V7uT) = div7 (div>u71d).

THEOREME (INEGALITE DE KORN DISCRETE)

Pour tout u” € Ey,

[ID°u” 2 < [VuT |2 < V2ID7u” 2.
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PREUVE DE L'INEGALITE DE KORN DISCRETE

» On veut montrer que [V u” [l < V2[[D7u” |2 :
t
A0 = 1771 + [ (((7207) w7
Q
On utilise la formule de Stokes discréte
¢ ¢
/ < (VDuT) :VDuT> = —/divT< (VguT)> -u”
Q Q
=— / div” (div°u"1d) - u”
Q

A nouveau grace au Stokes discret et divou” = (Id : V7u7) :

t
/ ( (vouT) VDuT> :/(divi’uﬁd - V2uT) = |divu” ) > 0.
Q Q

Stella Krell 12/49



LE scHEMA S-DDFV

Trouver u’ € Eq et pD € R® tels que,
divgﬂ(_TD (DD T’pﬂ)) — fEUI
divim*(* (DQ T P )) ‘.7)7*
div®u” — Ah3 A% p® =0,

Z mpp” =0,

DED

(S-DDFV)

on rappelle 7 (D7 u”,p°) = 2n,D7u” — p”Id.
(K. ’09)

THEOREME (EXISTENCE ET UNICITE)

Soit T un maillage DDF'V.
Pour toute valeur de X > 0, le schéma (S-DDFV) admet une unique
solution.
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EXISTENCE ET UNICITE POUR LE SCHEMA

1/2

Soient u” € Eg et p° € R® tels que :
Trouver u’ € Eg et p® € R® tels que,

dlvm( T (DD T,pg)) =0,
div™" (—77(D%u”,p”)) = 0,
divPu” — ARZATp® =0, Y mpp” =0

DED
On utilise la formule de Stokes discrete

/ div” (-7 (D°u”,p”)) - u” =/ (2779D3u7— : DDuT) f/ diviu’p®.
Q Q Q

L’équation de conservation de la masse donne

/leD T o = —/ )\h,%Agp _)\lp ]—“
Q

Pl = (W% + )" —p°)~h?||pllf -

s€6

ou

Stella Krell
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EXISTENCE ET UNICITE POUR LE SCHEMA 2/2

On utilise I'inégalité de Korn discrete :
0= [ divT(=r (07, p) w7 2 €, IV U7 + A
Q
On trouve donc
IVouT3 =0 et [p°fz =0.
D’ott u” = 0 et p° = c. Par la condition de normalisation Z mpp” =0,

DED
on obtient p° = 0.
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ESTIMATIONS D’ERREUR

THEOREME (ESTIMATIONS D’ERREUR)

Soit T un maillage DDFV général.
On note (u”,p°) € (RZ)T x R® la solution du schéma (S-DDFV).
On suppose

o 1 est C% sur Q
o La solution ezacte du probléme vérifie (u,p) € (H*(Q))? x H'(Q),
Alors il existe C >0 :
lu ="z + [Vu - V?u"|l2 < Csize(T),
et

lp—p°ll2 < Csize(T).

Taux de convergence “optimal”.

Stella Krell
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OUTIL PRINCIPAL : STABILITE DE (S-DDFV) 1/2

» La forme bilinéaire associée au probléeme :

B(u”,p®67,5°) = / div7 (—r®(D°u”, %)) - T
Q

de / (divCu” — A3 A p°)p”.
Q
On sait qu’'on n’a pas la coercivité au sens traditionnel
IV=u”l3 + [Ip° 13 < C2B(u”,p";u”,p®).
On a seulement une estimation
IV2u™]3 + Xp® |5 < C2B(u”,p”;u”,p®),

avec [p°17 = >_ (b3 + h3)(p” —p°)>.

s€6
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OUTIL PRINCIPAL : STABILITE DE (S-DDFV) 1/2

» La forme bilinéaire associée au probléeme :

B(u”,p®67,5°) = / div7 (—r®(D°u”, %)) - T
Q

de / (divCu” — A3 A p°)p”.
Q
On sait qu’'on n’a pas la coercivité au sens traditionnel
IV=u”l3 + [Ip° 13 < C2B(u”,p";u”,p®).
On a seulement une estimation
IV2u™]3 + Xp® |5 < C2B(u”,p”;u”,p®),
avec [p°17 = >_ (b3 + h3)(p” —p°)>.

s€6

» Idée : Trouver u”,p"° (~u”,p®) pour avoir I'inégalité inf-sup

B(u”,p%;u”,p°)
IV=aT |z + I° ]2

(Eymard-Herbin-Latché ’06)

IV2u"ll2 + [Ip° 12 < Co
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OUTIL PRINCIPAL : STABILITE DE (S-DDFV) 2/2

» La forme bilinéaire associée au probléeme :
BT %557, 57) = [ divT (- (D7u" )
Q

+/(divDuT — /\}L%Agpg)ﬁg.
Q

PROPOSITION (STABILITE DE (S-DDFV))

Pour tout (u”,p”) € Eg x R® avec Z mopp” =0, il existe
DED
(67'7}72) € Eo x R® et C1,C2 >0 :
IV2a7 )2 + 57012 < C1 (IV2uT |2 + 97 ]l2)

et
IVFuT) + Ip°[13 < C2B(u”,p%;07,57).
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VISCOSITE VARIABLE

100022 (1—z)22y(1—y)(1—2y)
u(z,y) = )

—1000y? (1—y)22x(1—xz)(1—2z)

2

pley) =2 +y" - 3,
n(z,y) =2x+y+1.

Stella Krell

01 0z 03 04 05 0B 07 08 03

Lignes de courant

1
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VISCOSITE VARIABLE

Maillage ||P*PD||2/||PH2

Error in L’>-norm of the pressure

order : 1.9323

107 10f
Mesh size

Ordre =1.9
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VISCOSITE VARIABLE

lu—u” g /lall llu—u”2/[[ull2

Error in L>-norm of the velocity

Error in H;—norm of the velocity "

10’ T

10 1 order : 1.8308

order : 1.3232

o 107" 10
Mesh size Mesh size

Ordre =1.3 Ordre =1.8
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VISCOSITE VARIABLE

llu = u7 L /Il

Erreur en norme HciI pour la vitesse

lu—u”2/[[ull2

2 .
Erreur en norme L~ pour la vitesse

1° 10°
“+A=0 o
Ordre : 1.48 *h=107" Orere 157 et
g Ordre : 1.97 —o- =103
Ordre : 1.47 —&-A=10 i )
=107 107} Ordre : 1.97  A=10"
’ Ordre :1.43 Ordre : 1.96
10" Ordre : 1.41
10
> 3
107 10 10° 102 107! 10°
Pas du maillage Pas du maillage
D
lp = p~ll2/1pll2
. Exreur en norme L? pour Ia pression
10
=0
——2=107
102 —e-A=107
- A=1077
Ordre :
10’
Ordre :
10° Ordre :
rdre :
i
10
1g* o’ 10

Stella Krell
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CAVITE ENTRAINEE.

~> On choisit les points : (zx)cem aux centres de gravité des triangles.

div(—10"*Vu 4 pId) = 0 dans €,
div(u) =0 dans €,

(1,0) si (oy)EA={(z1),0€<1}
u=
(0,0) si (z,y)€0Q\A

Stella Krell 22/49



4

A

4

E ENTRAINEE

CAVIT

profil u,en fonction de x en y=0.5

profil u, en fonction de y en x=0.5

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

-0.1

-0.2

1.5

0.8

0.6
0.4]
0.2]
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VISCOSITE DISCONTINUE

y2 — 0.5y pour y > 0.5
u(z,y) = 10*(y* — 0.5y) sinon.
0
p(l‘7y) =2z — 17
1 pour y > 0.5 ————
77(35724) = _4 . % o1 o0z o0s 04 05 o0s o7 oo o8 1
10 sinon.

Lignes de courant

Stella Krell 24/49



VISCOSITE DISCONTINUE

Maillage

Maillage respecte la discontinuité de n
(i.e. ) constante sur «)
mais 7 est discontinue sur o
~» Probleme pour définir 75.

Stella Krell

llp =712/ lIpll2
: Erreur en norme L pour la pression
10
-1
10
Ordre: 0.83
2 )
10 o 4 0
10 10 10

Pas du maillage

Ordre =0.83
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VISCOSITE DISCONTINUE

= u7 L /Il

1 :
Erreur en norme H0 pour la vitesse
a

0 Ordre: 0.41

10 =
10 10 10

Pas du maillage

Ordre =0.41

Stella Krell

llu—u”2/[[ull2

2 ;
Erreur en norme L.° pour la vitesse

Ordre : 0.92

2 -1
10 10 10

Pas du maillage

Ordre =0.92
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PLAN

© LE PROBLEME AVEC VISCOSITE DISCONTINUE
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LE PROBLEME AVEC VISCOSITE DISCONTINUE

(Sr)

avec Du = 1(Vu+ 'Vu) et 7(Du,p) = 2nDu — pld.

div (—7(Du, p))
div(u) =

, dans €2,
, dans €;,

[u] = [7(Du,p)]a =0, sur I,

u=0, sur 09, / p(x)dz
Q

QUNQ=0et Q=0 UQy,

0
T' = 001 N 0Ne,

I
L

=
n

2

i est une normale a I' et [a] = (@), — @y, )| est le saut sur I'.

Viscosité n constante par morceaux : n(x) = n; pour z € ;.

u G(HI(Q))Z, up, € (H2(Qi))27 pour i = 1,2,

°
D GLQ(Q), Do, € Hl(Qi), pour i = 1,2.

réguliers.

Stella Krell
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CONSERVATIVITE LOCALE DES FLUX EXACTS

Tenseur des contraintes 7(Du,p) = 2nDu — pld.
~»Conservativité locale a travers [zx+,zp] :

| o (@ peds
[zK*,zD] ’

= / T|§/g o (u,p)ﬁc,xds.
[#)cx,2p] o

Il faut définir sur chaque quart de diamant
o une nouvelle inconnue en pression p<
o un nouveau tenseur des taux de déformation DY u”

Il faut assurer la conservativité des tenseurs des contraintes discrets 7o :
= 7o = 2N DY u” — p©Id,

avec 170 = n(zo).

Stella Krell 28/49



CONSTRUCTION DE D%

1/2

~

! A\
ur+u ;J* / \
2 »

S
. ) Cas scalaire
\. Vg4t Remarque :
= N 2
\Tow VPuT = Vipu,
o \ ot [Ipu” est 'unique fonction affine
~ : .
~\ 4
) 5 .’,EL HD’U,T (I;C{—Zzlc* ) _ u)c+2u}c* ’
P ‘\\lug—i-u c*
T A 2
Stella Krell
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CONSTRUCTION DE D%

1/2

u;c—‘,—'u&li( 23 ck - -
2 .
_'7\/ \ i
. /‘ 5 Vg tup
2K\~ \ < n 2
3 .\ T AN '
uKtu :\{r / \ \’\@.F
2 Nt ~JNugtups

:L‘E* ’ﬂ 2

Cas scalaire
Remarque :

VPuT = Vipu’,

ot [Ipu” est 'unique fonction affine

Tic+x U Uy *
HDUT(K2’C*): )CQK

)

On construit un nouveau gradient constant sur chaque quart

diamant :

uFHUe* Ty ‘,’x”lc*

2 o

\(\ \ B
z;c/ : i ‘\/ ug-i-# Vou = VHDUT\Q’ Vo C D,
G N . .
Bapgpon=ca° >f ~ P\ L Tor ott IIpu” une fonction affine sur chaque ©
\‘\ > \+\/— e coincide avec II1pu” au milieu des arétes du
+/ \ % I/\.‘l‘c diamant D
U TU,o* I B

2

PN \ug+uﬁ*
Tp, 2

o,

Stella Krell

e continue en Zox, Tos, Tox s Lo,
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CONSTRUCTION DE D% 2/2

VEu” déterminé par u” et les valeurs [1ru” (zo).

e Do
a / Cas scalaire :
x}c\/\ b '\ 3o = Tlpu” (z5) — Hpu” (z4),
60‘)c—é—.)‘\ ;\/50'5 ~ 6P = (6U}c760£760)€*1605* )t
\. o Vilpu” — Vipu” dépend linéairement de
\ ¢ /\. Tr §D
’ ~ Existence de matrices Bo
Tpo*
O'l:*

~ VU = V74T + Bod®, Vo C .
(Boyer, Hubert ’08)
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CONSTRUCTION DE D% 2/2

VEu” déterminé par u” et les valeurs [1ru” (zo).

e Do
a / Cas scalaire :
wn\/\ b '\ 3o = Tlpu” (z5) — Hpu” (z4),
60’)c—)\ ;\/50'5 WéD :(6U;C7605750K*;6ac*y
\- Y Vilpu” — Vilpu” dépend linéairement de
\ L P STr 6D
’ ~ Existence de matrices Bo
Tpox
Op*

Cas vectoriel :
v~ VNuT = VPu” + (Bob®), Ve C .
@ B, est une matrice 2 X 4 ne dépendant que de la géométrie de g.
0 07 = (Joxc,00,,00,.,00,. )" sont 8 inconnues artificielles & déterminer.

— -
] BQ}C,IC* = (mgKnK*L*,O,mJK*nKC,O).

m
e, c*

[ 1 r r
~ DNu” = 3 (V‘;uT + tvguT> , Yo C p.
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BiLan

Le tenseur des contraintes discret s’écrit alors

7o (DPu7,8) = no(2DPu” + Bod® + (Bod®)) — p2Id.
Comment déterminer les nouvelles inconnues § = (5, p2) ?

» CONSERVATIVITE LOCALE DES FLUX DISCRETS

TQ)C,IC* (DDU’T7 5)ﬁg}< = TQE.)C* (DDuT, (S)ﬁo-)c.
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CONSERVATIVITE LOCALE DES FLUX DIRECTS

Tox or (D707, 8)Honr=T0 .. (D"u”,8)fpx
Top xx (DD T 8) g =T, ,. (DPUT, 6) T nxs
Top e (DU’ 5) fiox=r0, K*(D'DuT,(i)ﬁ(,,c
Top - (DPu”,8)fox=r0, . (D"u”,8)fox

<= Z MmoTo (DDuT,é) Bo = 0.
Qeap

EM2 4(R)
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DETERMINATION DES NOUVELLES INCONNUES

Z moTo (DDUT, 5) BQ = 0,
QeNp

Tr(Bod”) =0,Yo C p, Z map® =mpp”.
QeNp

ProrosiTioN (K. 09)

Pour tout D € D et tout (D”u”,p”) € Ma2(R) x R, il existe un
6= (07,p2) € Mya(R) x R* vérifiant (x).

Unicité plus délicate.
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EXEMPLE 1/2

S1 71 EST CONSTANTE SUR LE DIAMANT
=67 =0, p2 = p°
~ DZu” =D”u”, et 7o (D”u”,6) = 75(D°u”,p”), Vo.

St 7) EST CONSTANTE PAR MAILLES PRIMALES

CEK:*
,/'/‘\
=% N
m’?-\ T N
\ =< N
N ~| 172\ N
T = Nume Calculs avec MAPLE.
N\ N2
\ e
) P
\ °
./-
QE*
5}c = 51: =0
DT = —
Mo xcx My jcx (771 —n2)D7u” figx - T, .
Oxcr = Opr = — > . Fr.c
N2Moy v T MMa, cx
mo .
— _ D D..T = = LK
POy jox =Poyp o« =P + 2(m —m2)D7u’ o - Ooxc ,
mQKﬁ,IC* + mQtL,IC*
Mo jox

D DT =
Py or =Py pe =P —2(n1 —n2)D 0 ok - Hox n o
' Moy ox T MO, ox
Stella Krell 34/49



EXEMPLE 2/2

SI 71 EST CONSTANTE PAR MAILLES PRIMALES

T
= | S hi+h
wg\‘ ~ 11 No '~ Harmonique = M
N, 7}1\ R hami + hinz
\ T h h
\\\ né/'/~/ Arithmétique = %
\ /,/
Tpx
N[y o) 1 a v
#((5 5)7)m Zre (5 5)9):
v B mp L= v B

o (Aa Hy D 3 = =
=0 (ny Aﬂ) —p"1d, dans le repere (fiox, Trc*,c* ),

5 a ) a D
a la place de N = 2n); —p~Id.
piscede o (3 3).7°) =2 (3 3)

CAS D'UN MAILLAGE CARTESIEN : généralisation du schéma MAC.
(Harlow, Welch ’65)
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OBTENTION DU SCHEMA S-M-DDFV

Trouver u’ € Eg et pD € R® tels que,

div™ (_T;S' (DDuT,p@)) — g7

(S-m-DDFV) div™” (—TS' (DDuT,p@» _ g

diviu” — M3 A"p2 =0,

Z mppD =0,

DED

Stabilisation a la Brezzi-Pitkaranta par quart de diamant.
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ANALYSE DU SCHEMA S-M-DDFEV

Soit T un maillage DDF'V.

Il existe une unique solution (u”,p”) au schéma S-m-DDFV. On suppose
que n est Lipschitzienne sur chaque quart de diamant.

Si u, p sont réguliers sur chaque quart de diamant o, on a

lu—u" |2+ [Vu— Viu” ||z < Csize(T),

et

lp — 12 < Csize(T).

Stella Krell 37/49



IDEE DE PREUVE

On a besoin de :
o Nouvelle inégalité de Korn discréte.
IVEuT[l2 < CIDSu™ 2.
~» Difficultés dues aux inconnues artificielles.

o Comparaisons entre les anciens et les nouveaux opérateurs.

o Théoreme de stabilité.
~ Difficultés dues a la stabilisation par quart de diamant.

o Erreur de consistance. Si (u,p) est réguliere sur chaque quart de
diamant o, la difficulté est

> / IDu(z) - DYPZu(z)[*dz < Ch3 > / (|Vul® + |V2u)® + |Vp|?)dz=.
ocp’ e ocp’e
~ Hypothese supplémentaire pour obtenir la méme inégalité avec

> /Q |Vu(z) — VS PTu(z)’dz.

QCD
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VISCOSITE DISCONTINUE

y2 — 0.5y pour y > 0.5
u(z,y) = 10*(y* — 0.5y) sinon.
0
p(l‘7y) =2z — 17
1 pour y > 0.5 ————
77(35724) = _4 . % o1 o0z o0s 04 05 o0s o7 oo o8 1
10 sinon.

Lignes de courant
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ILLUSTRATION NUMERIQUE

Maillage Primal ||P§P —p? ll2
IPEpll2

2 w
Erreur en norme L~ pour la pression

-~ DDFV
-5 m-DDFV-A"
—%m-DDFV

Ordre : 1.68

Ordre : 1.68
Ordre : 1.68

_2 -1

10 10 10
~ ® respecte la discontinuité Pas du maillage

m-DDFV = S-m-DDFV.
m-DDFV-AP = on remplace la conservation de la masse
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ILLUSTRATION NUMERIQUE
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ILLUSTRATION NUMERIQUE
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ILLUSTRATION NUMERIQUE

IP2Vu — VA uT |2

[PE Vull2
Erreur en norme Hcll pour la vitesse
10"
Ordre : 0.35 -
107" S
102l Ordre:1.3 = BERY o
- m-DDFV-A
#-m-DDFV
Ordre : 1.39
10
10° 10" 10

Pas du maillage

m-DDFV = S-m-DDFV.

[PTu —u”
I[P ull2

2 .
Erreur en norme L° pour la vitesse

-2| Ordre : 0.85
Ordre : 1.9
B - DDFV
~&-m-DDFV-4Y
Ordre : 1.93 ~x m-DDFV
4
107 107 10"

Pas du maillage

m-DDFV-A” = on remplace la conservation de la masse

diveu” — Ah2 A®p? = 0, par diviu” — A2 APp®

Stella Krell

=0.

41/49



NOMBRE D’ELEMENTS NON NUL

DANS LA MATRICE

Nombre total d’inconnues | DDFV | m-DDFV-A? | m-DDFV
392 3 863 3 863 3 959
1 358 14 421 14 421 14 613
5018 55 551 55 551 55 935
19 250 217 881 217 881 218 645
75 362 862 847 862 847 864 373

Stella Krell
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VISCOSITE ET PRESSION DISCONTINUES

m =10 siz<0.5,
n(z,y) = s .
n2 = 10 sinon.

— n2m
On note ¢ = P

4.0 5(4.0
(z — 0.5)(cz + sin(&OTrw))M, siz <0.5,
(x — 0.5)(cos(mx) + 1)4.0m cos(é.LOTry)7 sinon.
u(z,y) =
. sin(4.07y) .
— (e + sin(5.0mx) + (z — 0.5)(c + 5.07 cos(L'S.O'/r:c)))m7 siz < 0.5,
.5e

— (cos(mz) + 1 — w(x — 0.5) sin(wz)) sin(4.07y), sinon.

cos(4rzx) sin(4ny) + 8.0m(n1 — n2) cos(4dny), six < 0.5,
p(z,y) =

cos(4rz) sin(4my), sinon.
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ILLUSTRATION NUMERIQUE
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ILLUSTRATION NUMERIQUE
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NOMBRE D’ELEMENTS NON NUL DANS LA MATRICE

Nombre total d’inconnues DDFV m-DDFV-A” m-DDFV
2 226 39 363 39 379 39 443
8 674 159 763 159 797 159 927
34 242 644 019 644 093 644 363
136 066 2 586 355 2 586 495 2 587 120
542 466 10 366 323 10 366 645 10 368 019
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PLAN

L’APPROCHE DDFV POUR LE PROBLEME DE STOKES

LE PROBLEME AVEC VISCOSITE DISCONTINUE

© ConcLusioN
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BiLan

o Grace a un terme de stabilisation, 'approche DDFV a toutes les
bonnes propriétés attendues :
o Systéme bien posé et stable sur des maillages trés généraux.
o Estimations d’erreur :

o Ordre 1 en pression en norme LZ2.
o Ordre 1 en vitesse en norme H?!.

o Numériquement : ordre 2 en vitesse en norme LZ2.

o Implémentation facile en parcourant les arétes (=les diamants).

@ Viscosité discontinue : on garde les bonnes propriétés en adoptant
’approche S-m-DDFV.

Celle-ci est assez lourde sur le papier mais numériquement indolore.
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EXTENSIONS EN COURS : NAVIER-STOKES

PRISE EN COMPTE DU TERME NON-LINEAIRE (u- V)u EN 2D
(K. ’11)
o Discrétisation des équations de Navier-Stokes instationnaires.

o Approximation du terme non-linéaire en utilisant les flux de masse
(prenant compte la stabilisation) pour définir le terme d’inertie
(inspiré de (Eymard-Gallouét-Herbin-Latché ’05)).

o Premiere étude avec les estimations d’énergie.
o Reste a faire I’étude de la convergence.

(— cos(2mx) sin(2my)e

sin(2mz) cos(2my)e 2 > , Pp= —i(cos(47m:) + cos(4my))e 4.
7 T

Q =)0, 1[* avec le maillage en damier, avec T = 1 et 6t = 1072,

NbCell Ervel Ratio Ergradvel Ratio Erpre Ratio

208 2.804E-02 8.508E-02 1.526E+00

736 6.761E-03 2.052 4.309E-02 0.9815 6.574E-01 1.215

2752 1.803E-03 1.907 2.158E-02 0.9973 3.237E-01 1.022

10624 6.045E-04 1.577 1.079E-02 1.001 1.633E-01 0.9874

Stella Krell
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PERSPECTIVES

EXTENSIONS A PLUS LONG TERMES DANS CE DOMAINE

o Conditions aux limites en contrainte ou sauts de contrainte dans le
systéme (tension de surface).

o Conditions faciles en prendre en compte dans le schéma.
o Difficulté dans 'inégalité de Korn.

e Dépendance non-linéaire de la viscosité en fonction de Du (fluides non
newtoniens).

o Les méthodes DDFV sont un cadre approprié pour ce genre de probléeme
(voir modele de Leray-Lions dans (Boyer-Hubert ’08)).

@ Poursuivre 'extension des différents résultats en 3D.
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